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1 Johdanto

OlkootX ja Y kaksi metristä avaruutta ja F jokin kokoelma kuvauksia avaruuk-
sien X ja Y välillä. Kokoelmaa F kutsutaan normaaliperheeksi, mikäli jokaiselle
kokoelman F jonolle (fj) löytyy osajono, joka suppenee tasaisesti kompakteissa
joukoissa kohti jotakin kuvausta f : X → Y .

OlkootM ja N kaksi Riemannin monistoa sekä K ≥ 1. Kuvausta

f :M→N

kutsutaan (K-)kvasisäännölliseksi kuvaukseksi, mikäli kuvaus f kuuluu Sobo-
lev-luokkaan W 1,n

loc
(M,N ) ja toteuttaa melkein kaikilla x ∈M epäyhtälön

‖Df(x)‖n ≤ KJf(x),(1)

missä ‖Df(x)‖ on tangenttikuvauksen Df(x) : TxM → Tf(x)N operaattorinor-
mi ja Jf (x) kuvauksen f Jacobin determinantti pisteesä x. Tunnetun Reshet-
nyakin lauseen [Ric93, Theorem I.4.1] nojalla kvasisäännöllinen kuvaus on jo-
ko diskreetti ja avoin kuvaus tai vakiokuvaus. Jatkuvaa, avointa ja diskreettiä
kuvausta kutsutaan haarautuvaksi peitekuvaukseksi. Reshetnyakin lause nojaa
A-harmonisten funktioiden teoriaan, jonka johdosta todistusta ei voi suoraan
siirtää yleisempiin tilanteisiin, joissa määrittely- tai maalijoukkona ei ole Rie-
mannin monisto. Lauseen [Ric93, Theorem VI.8.6.] nojalla kahden suljetun Rie-
mannin moniston väliset K-kvasisäännölliset kuvaukset muodostavat normaali-
perheen, jonka rajakuvaukset ovat edelleen K-kvasisäännöllisiä.

Artikkelissa [MV88] määritellään kvasisäännöllisten kuvausten erikoistapauk-
sena seuraava BLD-kuvausten luokka.

Määritelmä. OlkootM ja N Riemannin monistoja. Kvasisäännöllinen kuvaus
f :M→ N on BLD-kuvaus, mikäli on olemassa sellainen L ≥ 1, että melkein
kaikilla x ∈ M pätee

L−1 ≤ ℓ(Df(x)) ≤ ‖Df(x)‖ ≤ L,(2)

jossa ℓ(Df(x)) = min|v|=1 |Df(x)v|.

Koska kyseessä on kvasisäännöllisten kuvauksien osakokoelma ja BLD-ku-
vaus ei voi olla vakio, ovat BLD-kuvaukset avoimia ja diskreettejä. Lisäksi
BLD-kuvausten joukolle voidaan todistaa samanhenkisiä kompaktisuustulok-
sia kuin kvasisäännöllisten kuvausten joukolle, katso esimerkiksi [MV88, Theo-
rem 4.7.]. Artikkelissa [MV88] todistetaan edelleen, että yllä oleva analyyttinen
määritelmä on Riemannin monistojen tapauksessa kvantitatiivisesti yhtäpitävä
seuraavan metrisen määritelmän kanssa, jota työssä jatkossa käytetään BLD-
kuvausten määritelmänä.

Määritelmä. Olkoot X ja Y metrisiä avaruuksia sekä L ≥ 1. Jatkuva, avoin ja
diskreetti kuvaus f : X → Y on L-BLD-kuvaus, mikäli kaikille jatkuville poluille
α : [0, 1]→M pätee epäyhtälöketju

L−1ℓ(α) ≤ ℓ(f ◦ α) ≤ Lℓ(α).(3)

Tunnetut todistukset määritelmien yhtäpitävyydelle nojaavat kuitenkin Res-
hetnyakin lauseeseen, joten niitä ei voi suoraan siirtää yleisempiin tilanteisiin,
katso esimerkiksi [MV88, Theorem 2.16.(3)].
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Tämän työn päätuloksena on todistaa seuraava BLD-kuvausten kompak-
tiusominaisuus topologis-metrisillä tekniikoilla. Seuraava lause vastaa työn lau-
setta 5.16, katso myös [MV88, Theorem 4.7.]. Seuraavassa merkitsemme Eukli-
disen avaruuden Rn yksikkökuulaa Bn.

Lause A. Kokoelma

F = {f : Bn → Rn | f(0) = 0, f on L-BLD }

on normaaliperhe.

Kuvauksen haarajoukoksi kutsutaan sitä lähtöjoukon osajoukkoa, jossa ku-
vaus ei ole lokaali homeomorfismi. Työn päätuloksen avulla saadaan BLD-ku-
vauksen haarajoukon komplementille geometrisista säännöllisyyttä. Avointa ja
yhtenäistä metrisen avaruuden osajoukkoa U kutsutaan kvasikonveksiksi alueek-
si, mikäli on olemassa sellainen vakio K ≥ 1, että mitkä tahansa kaksi pistettä
x, y ∈ U kohti löytyy sellainen polku β : [0, 1]→ U , jolle pätee

β(0) = x, β(1) = y ja ℓ(β) ≤ Kd(x, y).

Seuraava lause vastaa työn lausetta 5.24 ja luonteeltaan samankaltainen lauseen
[MV88, Theorem 4.25.] kanssa.

Lause B. Olkoot M ja N Riemannin monistoja, joiden Ricci-kaarevuus on
rajoitettu, sekä f : M → N BLD-kuvaus. Tällöin kuvauksen f haarajoukon
komplementti on kvasikonveksi alue.

Työssä hyödynnetään kompaktisti kannettua Alexander-Spanier-kohomolo-
giaa ja määritellään tämän avulla haarautuvan peitekuvauksen lokaali topolo-
ginen aste, joka on työssä erittäin tärkeä työkalu. Kohomologisten tekniikoiden
sekä asteteorian avulla todistetaan tärkeitä haarautuvien peitekuvausten topo-
logisia ominaisuuksia, kuten Černavskiin ja Väisälän lause ([Väi66]), joka antaa
tietoa haarautuvan peitekuvauksen haarajoukon topologisesta dimensiosta.

Topologisen asteteorian avulla haarautuvien peitekuvauksien geometrialle
saadaan kvalitiivisia rajoja. Yhdistämällä tähän BLD-kuvauksille käytössä ole-
via Lipschitz-analyyttisiä tekniikoita, erityisesti Rademacherin lause sekä pinta-
alakaava, saadaan näistä rajoista kvantitatiivisia. Näiden tekniikoiden lisäk-
si tärkeänä apukeinona käytetään niin kutsuttujen LQ-kuvausten kompakti-
suusominaisuuksia. LQ-kuvausten teoriaa ei ole käytetty suoraan kirjallisuu-
dessa BLD-kuvausten tutkimiseen, mutta lähteessä [MV88] käytetään eräässä
mielessä duaalista käsitettä, katso erityisesti [MV88, Lemma 2.12].

2 Perusmääritelmät ja -käsitteet

Työssä käsitellään lähinnä geometrisia monistoja, niiden välisiä BLD-kuvauksia
sekä näiden geometrisia ominaisuuksia. Käsitteet esitellään tässä kappaleessa
tiiviisti. Ellei toisin mainita, oletetaan kaikki työssä esiintyvät kuvaukset jatku-
viksi.

Määritelmä 2.1. Kahden topologisen avaruuden välinen kuvaus f : X → Y
on
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(i) ankara, mikäli jokaisen kompaktin joukon K ⊂ Y alkukuva f−1K on kom-
pakti.

(ii) avoin, mikäli jokaisen avoimen joukon U ⊂ X kuva fU on avoin.

(iii) diskreetti, mikäli jokaisen yksiön {y} ⊂ Y alkukuva f−1{y} on diskreetti
joukko.

Metrisen avaruuden X avointa kuulaa merkitään BX(x, r) tai lyhyemmin
B(x, r), mikäli taustalla olevasta metrisestä avaruudesta X ei ole epäselvyyttä.
Metrisen avaruuden X osajoukon A pullistumaa merkitään

BX(A, r) :=
⋃

x∈A

BX(x, r).

Euklidisen avaruuden Rn kuulaa merkitään Bn(x, r) ja yksikkökuulaa Bn(0, 1)
merkitään Bn. Topologisen avaruuden osajoukkoa kutsutaan alueeksi, mikäli se
on avoin sekä yhtenäinen.

2.1 Metriset avaruudet ja polkumetriikka

Työssä tarkastellaan metrisiä avaruuksia, joiden metriikka saadaan polkujen pi-
tuuksia tutkimalla. Määritellään nyt polun pituus sekä niin kutsuttujen pol-
kumetristen avaruuksien peruskäsitteet. Esitys seuraa oleellisesti kirjan [Gro99]
kappaletta 1.

Määritelmä 2.2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Polku on mikä tahansa
jatkuva kuvaus γ : [a, b]→ X . Mikäli x, y ∈ X sekä pätee γ(a) = x ja γ(b) = y,
niin merkitään γ : xy y.

Polun γ pituus ℓ(γ) ∈ [0,∞] on luku

sup






k−1∑

j=0

d(γ(aj), γ(aj+1))
∣∣∣ a = a0 < · · · < ak = b, k ∈ N




 .

Polku γ on suoristuva, mikäli polun γ pituus ℓ(γ) on äärellinen. Polkua γ : xy y,
jolle pätee ℓ(γ) ≤ Kd(x, y) jollain K ≥ 1 kutsutaan (K-)kvasigeodeesiksi. Mikäli
polku γ : x y y on 1-kvasigeodeesi, kutsutaan sitä geodeesiksi ja merkitään
γ : x gy y.

Ellei toisin mainita, jatkossa jokaisen polun määrittelyväliksi oletetaan yk-
sikköväli [0, 1]. Huomaa, että määrittelyvälin uudelleenparametrisointi [0, 1] →
[a, b] ei vaikuta polun pituuteen.

Metrinen avaruus X on suoristuvasti yhtenäinen, mikäli mitkä tahansa kaksi
pistettä voidaan yhdistää suoristuvalla polulla eli jokaista pisteparia x, y ∈ X
kohti löytyy sellainen polku γ : xy y, että ℓ(γ) <∞. Esimerkiksi kaikki eukli-
disen avaruuden Rn alueet ja yleisemmin kaikki yhtenäiset Riemannin monistot
ovat suoristuvasti yhtenäisiä. Suoristuvasti yhtenäiseen metriseen avaruuteen X
määritellään polkumetriikka dℓ asettamalla

dℓ(x, y) = inf{ℓ(γ) | γ : xy y} kaikilla x, y ∈ X.

On suoraviivaista tarkistaa, että dℓ on metriikka.
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Jos suoristuvasti yhtenäisen metrisen avaruuden polkumetriikka on avaruu-
den alkuperäinen metriikka, avaruutta kutsutaan polkumetriseksi avaruudeksi.
Jos jokaista pisteparia x, y ∈ X kohti on olemassa geodeesi γ : x gy y, avaruutta
X sanotaan geodeettiseksi avaruudeksi. Olkoon A ⊂M polkumetrisen moniston
M osajoukko. Jos on olemassa sellainen vakio K ≥ 1, että jokainen pistepa-
ri x, y ∈ A voidaan yhdistää polulla γ : [0, 1] → A, jonka pituus on enintään
Kd(x, y), niin joukkoa A sanotaan K-kvasikonveksiksi. Joukko A on melkein
K-kvasikonveksi, jos se on (K + ε)-kvasikonveksi kaikilla ε > 0. Huomaa, että
metrinen avaruus on geodeettinen (vast. polkumetrinen) avaruus, jos ja vain jos
se on (vast. melkein) 1-kvasikonveksi avaruus.

Seuraava lause tunnetaan nimellä Hopfin-Rinowin lause. Todistus löytyy läh-
teestä [Gro99, Hopf-Rinow Theorem, s. 9].

Lause 2.3 (Hopf-Rinowin lause). Olkoon (X, d) täydellinen suoristuvasti yhte-
näinen metrinen avaruus. Tällöin polkumetrinen avaruus (X, dℓ) on geodeetti-
nen avaruus ja kaikki sen suljetut kuulat ovat kompakteja.

Määritelmä 2.4. Polkumetristä avaruutta, joka on lisäksi monisto sanotaan
metriseksi monistoksi.

Määritelmä 2.5. Metrisellä monistolla M on rajoitettu geometria, mikäli on
olemassa sellaiset positiiviset vakiot R ja L, että kaikilla pisteillä x ∈ M on
olemassa L-bilipschitz -kuvaus

g : BM(x,R)→ Bn(0, R),

joka kuvaa pisteen x origoon. Haluttaessa korostaa vakioita sanotaan, että geo-
metria on (L,R)-rajoitettu. Kyseisiä kuulaympäristön ja kuvauksen muodosta-
mia pareja (BM(x,R), g) kutsutaan (L,R)-kartoiksi.

Geometria on infinitesimaalisesti bilipschitz-euklidinen, mikäli jokaista lukua
L > 1 kohti on olemassa luku R(L) siten, että geometria on (L,R(L))-rajoitettu.

Huomaa, että rajoitetun geometrian monistot ovat täydelllisiä. Toisaalta kai-
killa täydellisillä Riemannin monistoilla, joiden Ricci-kaarevuus on ylhäältä ra-
joitettu, on infinitesimaalisesti rajoitettu geometria, katso esimerkiksi [LF73,
2.2.].

Määritelmä 2.6. Geometrinen monisto on polkumetrinen monisto, jolla on
rajoitettu geometria.

2.2 Tärkeimpiä kuvaustyyppejä

Seuraavaksi käydään läpi tärkeimpiä työssä käytettyjä kuvaustyyppejä sekä joi-
tain niiden perusominaisuuksia.

2.2.1 Haarautuvat peitekuvaukset

Määritelmä 2.7. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvaus f : X → Y
on haarautuva peitekuvaus, mikäli se on jatkuva, avoin ja diskreetti.

Mikäli pisteellä x ∈ X on olemassa sellainen ympäristö U , että rajoittuma
f |U on injektio, niin kuvauksen f sanotaan olevan lokaali injektio pisteessä x.
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Lause 2.8. OlkootM ja N n-ulotteisia monistoja. Jatkuva avoin kuvaus f :M→
N on lokaali homeomorfismi pisteessä x ∈ M, jos ja vain jos f on pisteessä x
lokaali injektio.

Todistus. Homeomorfismi on aina injektio, joten mikäli kuvaus f on pisteessä
x ∈M lokaali homeomorfismi, on se myös lokaali injektio pisteessä x.

Oletetaan että pisteellä x ∈ M on sellainen ympäristö U , että rajoittuma
f |U : U → fU on injektio. Koska kuvaus f oletettiin avoimeksi, on rajoittuma
myös avoin kuvaus. Rajoittuma f |U : U → fU on täten jatkuvana avoimena
bijektiona homeomorfismi ja väite on todistettu.

Määritelmä 2.9. Kuvauksen f : M → N haarajoukko Bf ⊂ M on niiden
lähtömoniston pisteiden joukko, joissa kuvaus f ei ole lokaali homeomorfismi.

Suoraan määritelmästä seuraa, että haarajoukko on aina suljettu. Myöhem-
min kappaleessa 4.1 näytetään, että kahden n-ulotteisen moniston välisen haa-
rautuvan peitekuvauksen haarajoukko on sisäpisteetön eikä separoi lokaalisti
lähtömonistoa.

2.2.2 Lipschitz tekijä -kuvaukset

Määritelmä 2.10. Olkoot X ja Y metrisiä avaruuksia. Kuvaus f : X → Y on
(L-) Lipschitz tekijä -kuvaus, mikäli on olemassa sellainen vakio L ≥ 1, että
kaikilla x ∈ X ja r ∈ R+ pätee

BY (f(x), L
−1r) ⊂ fBX(x, r) ⊂ BY (f(x), Lr).(4)

Jatkossa (L-) Lipschitz tekijä -kuvauksia kutsutaan lyhyesti (L-) LQ -ku-
vauksiksi. Lyhenne “LQ” tulee sanoista Lipschitz Quotient. LQ-kuvausten mää-
ritelmä sekä niiden perusominaisuudet löytyvät esimerkiksi lähteestä [BJL+99].
Jatkossa käytetään myös seuraavaa relatiivista määritelmää.

Määritelmä 2.11. Olkoot X ja Y metrisiä avaruuksia ja A ⊂ X avoin joukko.
Kuvaus f : A → Y on (L-)LQ-kuvaus joukon A suhteen, mikäli kaikilla x ∈ A
pätee

BY (f(x), L
−1r) ⊂ fBX(x, r) ⊂ BY (f(x), Lr)

kaikilla r ∈ R+, joilla on voimassa BX(x, r) ⊂ A ⊂ X.

Jonkin joukon suhteen määriteltyä LQ-kuvausta kutsutaan jatkossa myös
relatiiviseksi LQ-kuvaukseksi. Huomaa, että relatiivisen LQ-kuvauksen määri-
telmässä tarkastellaan ainoastaan kuulia, jotka sisältyvän annettuun joukkoon.
Suoraan määritelmän perusteella (relatiiviset) LQ-kuvaukset ovat aina avoimia.
Kirjataan tämä tulos lemmaksi myöhempää käyttöä varten.

Lemma 2.12. Olkoot X metrinen avaruus ja A ⊂ X avoin joukko. Tällöin
LQ-kuvaus f : A→ Y joukon A suhteen on avoin kuvaus.
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2.2.3 Rajoitetun pituusvääristymän kuvaukset

Määritelmä 2.13. Olkoot M ja N polkumetrisiä monistoja. Jatkuva, avoin
ja diskreetti kuvaus f : M → N on (L-)rajoitetun pituusvääristymän kuvaus,
mikäli on olemassa sellainen vakio L ≥ 1, että kaikilla poluilla α : [0, 1] → M
pätee

L−1ℓ(α) ≤ ℓ(f ◦ α) ≤ Lℓ(α).(5)

Jatkossa rajoitetun pituusvääristymän kuvauksia kutsutaan BLD-kuvauk-
siksi. Lyhenne BLD tulee sanoista Bounded Length Distortion. BLD-kuvausten
määritelmä ja perusominaisuudet löytyvät esimerkiksi lähteestä [MV88].

Huomaa, että polkujen pituusepäyhtälö (5) vaaditaan kaikilta poluilta eikä
pelkästään suoristuvilta poluilta. Tässä työssä käytettävä määritelmä on sama
kuin määritelmä 0.1. artikkelissa [HR02]. Tilanteessa, jossa kuvaus on muotoa
G → Rn, missä G on euklidisen avaruuden Rn alue, on määritelmä yhtäpitä-
vä myös artikkelissa [MV88] käytetyn analyyttisen määritelmän kanssa kuten
kyseisessä artikkelissa todistetaan ([MV88, Theorem 2.16.(3)]).

Mikäli polkujen pituusepäyhtälö (5) vaadittaisiin vain suoristuvilta poluilta,
saataisiin aikaan eri luokka kuvauksia, sillä esimerkiksi identtinen kuvaus Hei-
senbergin ryhmältä kolmiulotteiselle euklidiselle avaruudelle ei ole BLD-kuvaus,
mutta se toteuttaa epäyhtälön (5) kaikilla suoristuvilla poluilla, kuten seuraava
esimerkki osoittaa.

Esimerkki 2.14. Määritellään Heisenbergin ryhmä H3 asettamalla kolmiulot-
teiseen euklidiseen avaruuteen R3 normi

‖(x, y, t)‖H = 4
√
(x2 + y2)2 + t2 kaikilla (x, y, t) ∈ R3.

Identtinen kuvaus id : H3 → R3 ei ole BLD-kuvaus, sillä esimerkiksi polulle

α : [0, 1]→ H3, α(t) = (0, 0, t),

pätee

ℓH3(α) = sup






k−1∑

j=0

d(γ(aj), γ(aj+1))
∣∣∣ a = a0 < · · · < ak = b, k ∈ N






= sup






k−1∑

j=0

√
|aj − aj+1|

∣∣∣ a = a0 < · · · < ak = b, k ∈ N






=∞,

mutta ℓR3(id ◦α) = 1.
Toisaalta suora lasku osoittaa, että ‖(x, y, t)‖ ≤ ‖(x, y, t)‖H3 kaikilla (x, y, t) ∈

R3, joten identtinen kuvaus id : H3 → R3 on lokaalisti 1-Lipschitz. Näin ollen
kaikille poluille α : [0, 1] → H3 pätee ℓR3(id ◦α) ≤ ℓH3(α). Lisäksi huomataan,
että yhtälön [CDPT07, (2.19), p.20] nojalla suoristuvalle polulle α : [0, 1]→ H3

pätee

ℓH3(α) = ℓR2(pr1 ◦α, pr2 ◦α).
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Lisäksi huomion [CDPT07, Remark 2.3.] nojalla polulle α pätee, että

|α3(0)− α3(1)| ≤ 2ℓR2(pr1 ◦α, pr2 ◦α).

Tästä seuraa, että kuvaus id : H3 → R3 toteuttaa BLD-kuvausten polkuihin
liittyvän epäyhtälön kaikilla suoristuvilla poluilla.

3 Kohomologia, suunnistus ja indeksit

Geometrisille monistoille ei määritelmän nojalla oleteta minkäänlaista sileää ra-
kennetta, joten analyyttiset työkalut rajoittuvat tässä työssä lähinnä Lipschitz-
analyyttisiin menetelmiin, eikä esimerkiksi johdannossa mainittua A-harmonis-
ten kuvausten teoriaa voida käyttää. Tämän rajoitteen takia työssä nojataan
voimakkaasti geometristen monistojen sekä niiden välisten kuvausten topolo-
gisiin ominaisuuksiin. Tässä kappaleessa tarkastellaan muutamia monistoihin
ja jatkuviin kuvauksiin liittyviä topologisia työkaluja (topologinen suunnistus,
kuvauksen aste). Työkaluna käytetään kompaktisti kannettua kohomologiaa.

Geometrisen indeksin määrittelyssä voidaan käyttää useampaa eri kohomo-
logiateoriaa, esimerkiksi modernissa kirjallisuudessa usein käytettyä singulaa-
rista kohomologiateoriaa. Tässä työssä tarvitaan hieman pidemmälle meneviä
kohomologisia tuloksia, jonka vuoksi tulokset todistetaan Alexander-Spanier-
kohomologian avulla. Työn kannalta oleellinen ero singulaariseen kohomologi-
aan on siinä, että Alexander-Spanier -kohomologia suhtautuu monistojen sul-
jettujen osajoukkojen kohomologiaan paremmin kuin singulaarinen vastineen-
sa. Erityisesti ero nähdään lauseessa 3.10, jonka mukaan Alexander-Spanier -
kohomologiassa saadaan monistonM, sen avoimen osajoukon U sekä joukon U
komplementin A inkluusioiden indusoimana aikaan pitkä eksakti jono

· · · Hp−1
c (U) Hp−1

c (M) Hp−1
c (A)

Hp
c (U) Hp

c (M) Hp
c (A) · · · .

Singulaarisen kohomologian tilanteessa vastaavat indusoidut kuvaukset saadaan
määriteltyä, mutta kohomologiaryhmät Hk

c (A) korvautuvat niin kutsutuista
suorista rajoista saatavilla ryhmillä lim

−→
Hk

c (Ui), missä joukot Ui muodostavat
joukon A ympäristökannan. Tämä suoran rajan antama ryhmä voi olla eri kuin
alkuperäinen ryhmä Hk

c (A). Katso esimerkiksi [Mas91, Example 6.1, p. 219].

3.1 Aleksander-Spanier -kohomologia

Kompaktisti kannatetun Aleksander-Spanier -kohomologian voi määritellä min-
kä tahansa vaihdannaisen ryhmän suhteen, mutta tässä työssä rajoitutaan ko-
konaislukujen ryhmään. Tässä kappaleessa määritellään kompaktisti kannatettu
Alexander-Spanier -kohomologia sekä todistetaan joitakin sen perusominaisuuk-
sia. Kappaleen sisältö seuraa pääosin kirjaa [Mas78].

Määritelmä 3.1. Olkoon X epätyhjä lokaalisti kompakti topologinen avaruus.
Määritellään kaikilla p = 0, 1, . . . joukko

Φp(X) = {φ : Xp+1 → Z | ♯ Im(φ) <∞},
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sekä kuvaus δp : Φp(X)→ Φp+1(X) asettamalla

δpφ(x0, . . . , xp) =

p∑

j=0

(−1)jφ(x0, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xp).

Kun p < 0, asetetaan Φp(X) = {0} sekä määritellään δp : Φp(X) → Φp+1(X)
kaavalla φ 7→ 0.

Joukon Φp(X) alkioita kutsutaan avaruudenX p-funktioiksi ja ne muodosta-
vat luonnollisella tavalla vaihdannaisen ryhmän. Huomionarvoista on, ettei niil-
tä vaadita mitään jatkuvuusomiaisuuksia, ainoastaan kuvajoukon äärellisyys.
Suora lasku osoittaa, että δp+1 ◦ δp on nollakuvaus.

Annetun p-funktion φ ∈ Φp(X) kantaja spt(φ) koostuu niistä pisteistä x ∈
X , joiden jokaisella ympäristöllä U pätee, että rajoittuma φ|Up+1 ei ole nollaku-
vaus. Huomaa, että p-funktion φ : Xp+1 → Z kantaja on määritelty avaruudes-
sa X eikä funktion φ määrittelyjoukossa Xp+1. (Pois lukien tapauksessa p = 0,
jolloin kyseessä on ’tavallinen’ kantaja.)

Lemma 3.2. Kaikille p-funktioille φ, ξ ∈ Φp(X) ovat voimassa seuraavat omi-
naisuudet:

(a) spt(δpφ) ⊂ spt(φ),

(b) spt(φ+ ξ) ⊂ spt(φ) ∪ spt(ξ), ja

(c) joukko spt(φ) on suljettu.

Todistus. Olkoon x ∈ spt(δpφ) ja olkoon U pisteen x mielivaltainen ympäristö.
Koska rajoittuma (δpφ)|Up+2 ei kantajan määritelmän nojalla ole nollakuvaus,
on olemassa sellainen piste (y0, . . . , yp+1) ∈ Up+2, että (δpφ)(y0, . . . , yp+1) 6= 0.
Koska

(δpφ)(y0, . . . , yp+1) =

p∑

j=0

φ(y0, . . . , yj−1, yj+1, . . . , yp+1) 6= 0,

niin jollakin j ∈ {0, . . . , p+ 1} on välttämättä voimassa

φ(y0, . . . , yj−1, yj+1, . . . , yp+1) 6= 0.

Edelleen pätee (y0, . . . , yj−1, yj+1, . . . , yp+1) ∈ Up+1, joten rajoittuma φ|Up+1 ei
ole nollakuvaus. Koska ympäristö U oli mielivaltainen, pätee x ∈ spt(φ) ja väite
(a) on todistettu.

Olkoot φ, ξ ∈ Φp(X) ja U avoin joukko. Väite (b) seuraa siitä, että jos
rajoittuma (φ+ξ)|Up+1 on epätriviaali, niin jommankumman rajoittumista φ|Up

tai ξ|Up on välttämättä oltava epätriviaali.
Olkoon φ ∈ Φp(X) ja x ∈ ∁spt(φ). Tällöin on olemassa pisteen x sellainen

ympäristö U , että rajoittuma φ|Up+1 on nollakuvaus. Erityisesti kaikilla pisteillä
y ∈ U pätee, että rajoittuma φ|Up+1 on nollakuvaus. Täten on voimassa U ⊂
∁spt(φ), joten joukko spt(φ) on suljettu avoimen joukon komplementtina. Tämä
todistaa väitteen (c).
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Kantajan avulla voidaan määritellä lokaalisti triviaalien p-funktioiden jouk-
ko

Φp
0(X) = {φ ∈ Φp(X) | spt(φ) = ∅},

sekä kompaktisti kannettujen p-funktioiden joukko

Φp
c(X) = {φ ∈ Φp(X) | spt(φ) kompakti }.

Määritelmä 3.3. Olkoon X lokaalisti kompakti topologinen avaruus. Kaikilla
p = 0, 1, . . . määritellään avaruuden X p-koketjujen joukko

Cp(X) = Φp(X)/Φp
0(X)

sekä avaruuden X kompaktisti kannatettujen p-koketjujen joukko

Cp
c (X) = Φp

c(X)/Φp
0(X).

Huomautus 3.4. Huomaa, että (kompaktisti kannatettujen) p-koketjujen mää-
ritelmän johdosta kyseiset koketjut tarvitsee määritellä vain lokaalisti. Tarkem-
min ilmaistuna, mikäli U on avaruuden X avoin peite ja φ ∈ Φp(X) on p-funktio
jolle pätee, että φ(x0, . . . , xp) = 0 aina kun on olemassa sellainen U ∈ U , että
x0, . . . , xp ∈ U , niin tällöin φ ∈ Φp

0(X). Erityisesti p-koketjun määrittelemiseksi
riittää määritellä p-funktio jonkin avaruuden X avoimen peitteen U alkioiden
U karteesisissa tuloissa Up+1.

Kirjataan tämän huomion seuraus lemmaksi myöhempää käyttöä varten.

Lemma 3.5. Olkoon φ ∈ Φp(X). Mikäli {U1, . . . , Uk} on kokoelma erillisiä

avoimia avaruuden X osajoukkoja, joille pätee spt(φ) ⊂
⋃k

j=1 Uj, niin tällöin

[φ] =

[
k∑

i=1

χU
p+1

i
· φ

]

joukossa Cp(X).

Todistus. Merkitään

ψ :=

k∑

i=1

χUp+1

i
· φ.

Olkoon ensin x ∈ ∁spt(φ). Tällöin on olemassa sellainen ympäristö V ∋ x,
että rajoittuma φ|V p+1 on nollakuvaus. Nyt pätee

(φ − ψ)|V p+1 = φ|V p+1 −
k∑

i=1

χUp+1

i
· φ|V p+1 = 0,

joten x ∈ ∁spt(φ − ψ).
Olkoon seuraavaksi x ∈ spt(φ). Tällöin jollain j0 ∈ {1, . . . , k} pätee x ∈ Uj0 .

Nyt pätee

(φ− ψ)|Up+1

j0

= φ|Up+1

j0

−
k∑

i=1

χUp+1

i ∩Up+1

j0

· φ|Up+1

j0

= φ|Up+1

j0

− φ|Up+1

j0

= 0,

joten x ∈ ∁spt(φ − ψ).
Täten spt(φ− ψ) = ∅ ja väite on todistettu.

14



Lemman 3.2 nojalla kaikilla p ∈ Z pätee

δp(Φp
0(X)) ⊂ Φp+1

0 (X) sekä δp(Φp
c(X)) ⊂ Φp+1

c (X).

Täten kuvaus δp : Φp(X)→ Φp+1(X) indusoi hyvinmääritellyt kuvaukset

dp : Cp(X)→ Cp+1(X) sekä dpc : C
p
c (X)→ Cp+1

c (X),

joille pätee dp+1◦dp = 0 ja dp+1
c ◦dpc = 0. Edelleen voidaan määritellä avaruuden

X (kompaktisti kannatetut) kohomologiaryhmät.

Määritelmä 3.6. Olkoon X lokaalisti kompakti topologinen avaruus. Kaikilla
p ∈ Z määritellään avaruuden X asteen p Aleksander-Spanier -kohomologiaryh-
mä

Hp(X) = Ker(dp)/ Im(dp−1)

sekä avaruuden X kompaktisti kannatettu asteen p Aleksander-Spanier -koho-
mologiaryhmä

Hp
c (X) = Ker(dpc)/ Im(dp−1

c ).

Jatkossa kirjoitelman paino on kompaktisti kannatetussa Alexander-Spanier
-kohomologiassa.

3.2 Indusoidut kuvaukset

OlkootX ja Y kaksi lokaalisti kompaktia topologista avaruutta. Kuvaus f : X →
Y indusoi kaikilla p ∈ Z kuvauksen

f ♭ : Φp(Y )→ Φp(X), (f ♭φ)(x0, . . . , xp) = φ(f(x0), . . . , f(xp)).

Suora lasku osoittaa, että δp ◦ f ♭ = f ♭ ◦ δp. Mikäli kuvaus f on jatkuva, niin
pätee f ♭Φp

0(Y ) ⊂ Φp
0(X) ja voidaan määritellä kuvaus

f ♯ : Cp(Y )→ Cp(X) kaavalla f ♯([φ]) = [f ♭φ].

Tämä indusoi edelleen kuvauksen

f∗ : Hp(Y )→ Hp(X), kun asetetaan f∗([ξ]) = [f ♯ξ],

sillä suora lasku osoittaa, että f ♯ ◦ dp = dp ◦ f ♯. Mikäli kuvaus on myös ankara,
on voimassa f ♭Φp

c(Y ) ⊂ Φp
c(X) ja voidaan määritellä edelleen kuvaus

f ♯ : Cp
c (Y )→ Cp

c (X) kaavalla f ♯([φ]) = [f ♭φ].

Myös tämä indusoi kuvauksen

f∗ : Hp
c (Y )→ Hp

c (X), kun asetetaan f∗([ξ]) = [f ♯ξ],

sillä suora lasku osoittaa taas, että f ♯ ◦ dpc = dpc ◦ f
♯.

Seuraava lause osoittaa, että Alexander-Spanier -kohomologian määritelmä
on homotopiainvariantti. Lauseen todistus löytyy lähteestä [Mas78, Theorem
1.11.]
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Lause 3.7. Olkoot f ja g kaksi ankaraa jatkuvaa kuvausta topologisten ava-
ruudelta X avaruudelle Y . Mikäli on olemassa homotopia F : X × I → Y ku-
vausten f ja g välillä, joka on kuvauksena ankara, niin indusoidut kuvaukset
f∗ : Hp

c (Y )→ Hp
c (X) ja g∗ : Hp

c (Y )→ Hp
c (X) ovat samat kaikilla p ∈ Z.

Seuraavaksi määritellään lokaalisti kompaktien avaruuksien avointen- sekä
suljettujen osajoukkojen inkluusioiden indusoimat kuvaukset. Kaikilla B ⊂ X
asetetaan

Qp(X,B) = {u ∈ Cp
c (X) | spt(u) ⊂ X \B}.

OlkoonU ⊂ X epätyhjä avoin joukko sekäA = X\U . Inkluusio ιA,X : A→ X on
jatkuva ja se nähdään helposti ankaraksi kuvaukseksi. Tämän johdosta inkluusio
ιA,X indusoi aiemman huomion nojalla homomorfismit

ι♯A,X : Cp
c (X)→ Cp

c (A) sekä ι∗A,X : Hp
c (X)→ Hp

c (A).

Inkluusio ιU,X : U → X puolestaan on myös jatkuva, mutta ei yleensä anka-
ra. Tämän johdosta inkluusio ιU,X ei yleensä indusoi kuvausta joukkojen Cp

c (X)
ja Cp

c (U) välille. Se kuitenkin indusoi kuvauksen

ι♯U,X : Cp(X)→ Cp(U),

joka selvästi toteuttaa ehdon ι♯U,XQ
p(X,A) ⊂ Cp

c (U). Enemmänkin pätee, ja
voidaan todistaa seuraava lemma, joka on lähteestä [Mas78, Lemma 1.3.].

Lemma 3.8. Kuvaus

(ι♯U,X)|Qp(X,A) : Q
p(X,A)→ Cp

c (U)

on isomorfismi.

Todistus. Merkitään todistuksessa rajoittumaa

ξ := (ι♯U,X)|Qp(X,A) : Q
p(X,A)→ Cp

c (U).

Aloitetaan näyttämällä, että rajoittuma ξ on injektio. Olkoon φ ∈ Φp(X)
sellainen, että [φ] ∈ Qp(X,A) ja ξ([φ]) = [ι♭U,Xφ] = Φp

0(X). Tällöin jokais-
ta pistettä x ∈ X kohti löytyy sellainen ympäristö V , että (ι♭U,Xφ)|V p+1 on
nollakuvaus. Valitaan mielivaltaiselle pisteelle x ∈ U tällainen ympäristö V ja
merkitään W := U ∩ V . Nyt

0 = (ι♭U,Xφ)|Wp+1 = (φ ◦ (ιU,X)p+1)|Wp+1 = φ|Wp+1 ,

joten U ⊂ ∁spt(φ). Toisaalta p-funktion φ valinnan nojalla spt(φ) ⊂ U , joten
spt(φ) = ∅. Erityisesti φ ∈ Φp

0(U). Täten kuvaus ξ on injektio.
Osoitetaan seuraavaksi, että rajoittuma ξ on surjektio. Olkoon ψ ∈ Φp

c(U)
ja määritellään φ ∈ Φp(X) asettamalla

φ(x0, . . . , xp) =

{
ψ(x0, . . . , xp), kun x0, . . . , xp ∈ U,
0, muulloin.

(6)

Selvästi pätee spt(φ) ⊂ spt(ψ) ⊂ U ja lisäksi joukko spt(φ) on kompaktin joukon
spt(ψ) suljettuna osajoukkona kompakti, joten [φ] ∈ Qp(X,A). Suora lasku
osoittaa, että ξ([φ]) = [ψ] ja rajoittuma ξ on surjektio.
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Joukko Qp(X,A) on ryhmän Cp
c (X) aliryhmä. Merkitään inkluusiota

r : Qp(X,A) →֒ Cp
c (X)

ja määritellään kaavioon

Qp(X,A)

ι♯
U,X

≃

r
Cp

c (X)

Cp
c (U)

perustuen homomorfismi

σU,X : Cp
c (U)→ Cp

c (X), σU,X = r ◦ (ι♯U,X |Qp(X,A))
−1.

Tämä kuvaus indusoi edelleen kuvauksen

τU,X : Hp
c (U)→ Hp

c (X).

Lemma 3.9. Olkoon X topologinen avaruus sekä U ⊂ V ⊂ X avoimia joukkoja.
Tällöin τU,X = τV,X ◦ τU,V .

Todistus. Merkitään

r1 : Q
p(X,X \ U) →֒ Cp

c (X),

r2 : Q
p(V, V \ U) →֒ Cp

c (V ) ja

r3 : Q
p(X,X \ V ) →֒ Cp

c (X),

sekä asetetaan

i1 = (ι♯U,X |Qp(U,X\U))
−1,

i2 = (ι♯U,V |Qp(U,V \U))
−1 ja

i3 = (ι♯V,X |Qp(V,X\V ))
−1.

Homomorfismien τU,X , τU,V sekä τV,X määritelmien perusteella ne ovat muo-
toa

τU,X = [τ ′U,X ], τU,V = [τ ′U,V ] ja τV,X = [τ ′V,X ],

missä

τ ′U,X = r1 ◦ i1, τ ′U,V = r2 ◦ i2, ja τ ′V,X = r3 ◦ i3.

Seuraavassa kaaviossa s2 : Qp(X,X \U)→ Qp(X,X \V ) on inkluusiokuvaus ja
kuvaus s1 : Qp(V, V \U)→ Qp(X,X \ V ) määritellään luonnollisesti edustajien
kautta kuten kaavassa (6).

Qp(X,X \ U)
s2

Qp(X,X \ V )
r3

Cp
c (X)

Qp(V, V \ U)

s1

r2
Cp

c (V )

i3
τ ′

V,X

Cp
c (U)

i2
τ ′

U,V
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Suora lasku osoittaa, että

i3 ◦ r2 = s2 ◦ s1, r3 ◦ s2 = r1 ja s1 ◦ i2 = i1.

Täten saadaan

τ ′V,X ◦ τ
′
U,V = r3 ◦ i3 ◦ r2 ◦ i2 = r3 ◦ s2 ◦ s1 ◦ i2 = r1 ◦ i1 = τ ′U,X .

Tämä todistaa väitteen.

Tämän luvun päätulos on seuraava lause, joka on lähteestä [Mas78, Theorem
1.6.].

Lause 3.10. Olkoot X topologinen avaruus, U avoin ja epätyhjä avaruuden X
osajoukko ja A = X \ U . Tällöin kaikilla p ∈ Z on olemassa sellainen homo-
morfismi dp : Hp−1

c (A)→ Hp
c (U), että jono

· · · Hp−1
c (U)

τU,X

Hp−1
c (X)

ι∗A,X

Hp−1
c (A)

dp

Hp
c (U)

τU,X

Hp
c (X)

ι∗A,X

Hp
c (A) · · · .

(7)

on eksakti.

3.3 Monistojen kohomologia sekä -suunnistus

Tässä kappaleessa määritellään moniston suunnistuvuus ja suunnistus kompak-
tisti kannatetun Alexander-Spanier -kohomologian avulla.

Seuraava lemma on lähteestä [Mas78, Theorem 2.14.].

Lemma 3.11. Euklidiselle avaruudelle Rn on voimassa

Hp
c (R

n) ≃

{
Z, kun p = n

0, muulloin.

Lemman 3.11 motivoimana annetaan seuraava määritelmä.

Määritelmä 3.12. MonistoM on suunnistuva, mikäli pätee

Hn
c (M) ≃ Z,

missä n on moniston M dimensio. Ryhmälle Hn
c (M) valittua virittäjää µM

kutsutaan moniston suunnistukseksi ja paria (M, µM) sunnistetuksi monistoksi.

Moniston alueiden suunnistuksen määrittelyyn tarvitaan seuraavaa lemmaa,
joka on lähteestä [Bor60, Theorem 4.3.].

Lemma 3.13. OlkootM suunnistuva n-ulotteinen monisto ja U epätyhjä alue.
Tällöin pätee:

(a) Inkluusion ι : U →֒ M indusoima kuvaus τU,M : Hn
c (U) → Hn

c (M) on iso-
morfismi.

(b) Hn
c (M\ U) = 0.
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Kaikille suunnistetun moniston alueille U annetaan inkluusion ι : U →֒ M
indusoima suunnistus τ−1

U,M(µM). Huomaa, että τ−1
U,M(µM) on ryhmän Hn

c (U)
virittäjä, sillä τU,M on isomorfismi ja erityisesti suunnistuvan moniston alueet
ovat suunnistuvia.

Huomautus 3.14. Koska euklidinen avaruus Rn ja kaikki sen alueet ovat suun-
nistuvia lemman 3.11 nojalla, niin tarkastelemalla karttaympäristöjä nähdään,
että jokainen monisto on lokaalisti suunnistuva. Tämä takaa sen, että mielival-
taisella monistolla voidaan käyttää tässä kappaleessa suunnistuville monistoille
todistettavia tuloksia lokaalisti.

3.4 Topologinen aste sekä -indeksi

Suunnistettujen n-monistojenM ja N välisten avoimien kuvausten f :M→N
asteteorian määrittelemiseksi on tarpeellista tutkia niiden kompaktisti kanna-
tettujen kohomologioiden välille indusoimia kuvauksia f∗ : Hn

c (N ) → Hn
c (M).

Vain ankarat kuvaukset indusoivat tällaisia kuvauksia, joten tässä kappaleessa
keskitytään tutkimaan millaisiin joukkoihin rajoittumalla avoimen kuvauksen
rajoittumasta saadaan ankara kuvaus. Kappaleen kaikki monistot oletetaan yh-
tenäisiksi.

Mikäli f : (M, µM) → (N , µN ) on jatkuva ankara kuvaus kahden suunnis-
tetun moniston välillä, niin pätee f∗µN = kµM jollain k ∈ Z. Tätä lukua k
kutsutaan kuvauksen f asteeksi deg f . Kuvaus f on suunnistuksen säilyttävä,
mikäli deg f ≥ 0. Mikäli deg f < 0, niin kuvaus f : (M,−µM) → (N , µN ) on
suunnistuksen säilyttävä. Näin ollen riittää tarkastella suunnistuksen säilyttäviä
kuvauksia.

Huomautus 3.15. Huomaa, että alueen suunnistuksen määritelmän perusteella
pätee, että mikäli f :M → N on suunnistuksen säilyttävä ja U ⊂ M on sel-
lainen alue, että f |U : U → fU on ankara kuvaus, niin f |U on suunnistuksen
säilyttävä kuvaus. Tämä seuraa siitä, että annetussa tilanteessa pätee

(f |U )
∗(µfU ) = (f |U )

∗τfU,N (µN ) = τU,M(f∗µN ) = (deg f)µM.

Työssä tutkitaan lähinnä kahden moniston välillä määritellyn avoimen ku-
vauksen f lokaaleja ominaisuuksia. Valitsemalla lähtömonistosta karttaympä-
ristö U , jonka kuva fU sisältyy moniston N karttaympäristöön voidaan rajoit-
tumaan siirtymällä olettaa, että f |U : U → fU on kuvaus kahden suunnistetun
moniston välillä. Kuvaus f |U ei kuitenkaan välttämättä indusoi kuvausta kom-
paktisti kannatettujen kohomologioiden välille, sillä sen ei tarvitse olla ankara
kuvaus. Seuraava lemma antaa ehdon milloin rajoittuma f |U : U → fU on an-
kara ja siten indusoi kuvauksen (f |U )∗ : Hk

c (fU)→ Hk
c (U). Tulos on lemmaksi

muotoiltu huomio lähteestä [Väi66, p. 5].

Lemma 3.16. Olkoot M ja N yhtenäisiä monistoja ja f : M → N jatkuva
avoin kuvaus, U ⊂ M prekompakti alue ja V ⊂ N alue, joka toteuttaa ehdon
fU ∩ V 6= ∅. Tällöin rajoittuma

f |(U∩f−1V ) : U ∩ f
−1V → V

on ankara, jos ja vain jos pätee V ∩ f∂U = ∅.
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Todistus. Oletetaan, että V ∩ f∂U = ∅. Osoitetaan, että kuvaus f |U∩f−1V on
ankara tekemällä vastaoletus, että alkukuva (f |U∩f−1V )

−1K ei ole kompakti
jollain kompaktilla joukolla K ⊂ V . Tällöin on olemassa sellainen jono (xn)
joukossa (f |U∩f−1V )

−1K, jolle pätee xn → x0 ∈ ∂U . Tästä seuraa, että f(xn)→
f(x0) ∈ f∂U . Näin ollen on voimassa f(y0) ∈ V ∩f∂U . Tämä on ristiriita, joten
rajoittuma f |U∩f−1V on ankara kuvaus.

Oletetaan seuraavaksi, että pätee V ∩ f∂U 6= ∅ ja olkoon x jokin tämän
joukon piste. Olkoon r > 0 sellainen säde, että B(x, r) ⊂ V . Valitaan y ∈ ∂U ∩
f−1{x}. Joukko f |−1

(U∩f−1V )(B(x, r)) ei ole kompakti, jolloin kuvaus f |(U∩f−1V )

ei ole ankara.
Tämä todistaa väitteen.

Korollaari 3.17. Olkoon f :M→N jatkuva avoin kuvaus ja U ⊂M prekom-
pakti alue. Tällöin kuvaus

f |(U∩f−1V ) : U ∩ f
−1V → V

on ankara jokaisella joukon N \ f∂U komponentilla V .

Jokainen joukonN \f∂U alueW sisältyy johonkin komponenttiin V . Tällöin
myös kuvaus

f |(U∩f−1W ) : U ∩ f
−1W →W

on ankara. Prekompaktia aluetta V ⊂ N \ f∂U kutsutaan (f, U)-kelvolliseksi
alueeksi ja pisteen y ∈ N ympäristöä, joka on kelvollinen alue, (f, U)-kelvolli-
seksi ympäristöksi. Pistettä y ∈ N , jolla on olemassa (f, U)-kelvollinen ympä-
ristö, kutsutaan (f, U)-kelvolliseksi pisteeksi. Huomaa, että piste y on (f, U)-
kelvollinen, jos ja vain jos pätee y /∈ f∂U . Jatkossa, jos V ⊂ N on (f, U)-
kelvollinen alue, merkitään V −1 := U ∩ f−1V merkintöjen yksinkertaistamisek-
si.

Rajoittuman voi muodostaa myös lähtien maalimoniston alueesta.

Lemma 3.18. Olkoon f :M→N jatkuva avoin kuvaus ja V ⊂ Im(f) prekom-
pakti alue. Tällöin kuvaus f |U : U → V on ankara jokaisella joukonM\ f−1∂V
prekompaktilla komponentilla U jolle pätee fU ∩ V 6= ∅. Erityisesti tällöin on
voimassa f∂U = ∂fU .

Todistus. Huomataan ensin, että yhtenäisyyden nojalla fU ⊂ V . Toisaalta on
voimassa ∂U ⊂ f−1∂V , joten pätee

f∂U ⊂ ff−1∂V ⊂ ∂V.(8)

Rajoittuma f |U : U → V on surjektio, koska muuten joukon U reunapiste kuvau-
tuisi joukon V sisäpisteelle, mikä on mahdotonta kaavan (8) nojalla. Erityisesti
on voimassa ∂V ⊂ ∂fU . Täten siis

f∂U ⊂ ∂V ⊂ ∂fU.

Koska f on avoin kuvaus, niin ∂fU ⊂ f∂U . Täten pätee f∂U = ∂fU .
Väitteen ensimmäinen osa seuraa nyt lemmasta 3.16 ja tiedosta f∂U =

∂fU .
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Jatkossa prekompaktia aluetta U ⊂M kutsutaan normaalialueeksi kuvauk-
sen f suhteen, mikäli pätee f∂U = ∂fU . Tällöin alue fU on (f, U)-kelvollinen
alue ja erityisesti rajoittuma f |U : U → fU on ankara. Pisteen ympäristöä,
joka on normaalialue kutsutaan luonnollisesti normaaliympäristöksi. Jokaisel-
la lähtömoniston M pisteellä x on mielivaltaisen pieniä prekompakteja nor-
maaliympäristöjä, kun kuvaus f on haarautuva peitekuvaus. Tämä seuraa lem-
man 3.18 nojalla siitä, että kuvaus f ei ole diskreetti mikäli jollain pisteellä
x on sellainen ympäristökanta {Uj | j ∈ N}, että kaikilla j ∈ N on voimassa
∂Uj ∩ f−1{f(x)} 6= ∅.

Seuraavaksi määritellään kuvaukselle erilaisia lokaaleja aste-, sekä indeksikä-
sitteitä, jotka toimivat tässä työssä eräinä tärkeimpinä työkaluina haarautuvien
peitekuvausten ja BLD-kuvausten lokaalien topologisten ominaisuuksien tutki-
misessa.

Olkoon f : M → N avoin jatkuva kuvaus ja U ⊂ M sellainen alue, et-
tä f |U : U → fU on suunnistuksen säilyttävä ankara kuvaus. Kaikilla (f, U)-
kelvollisilla alueilla V kuvaus

(τV −1,U ) ◦ (f |V −1)∗ : Hn
c (V )→ Hn

c (U)(9)

on muotoa mµV 7→ kmµU jollain k ∈ Z. Koska kuvaus f |U on suunnistuksen
säilyttävä, niin luku k on ei-negatiivinen.

Huomautus 3.19. Myöhemmin lauseessa 4.6 todistetaan, että yllä olevassa tilan-
teessa k 6= 0, eli että suunnistuksen säilyttävillä haarautuvilla peitekuvauksilla
on epätriviaali aste.

Määritelmä 3.20. Kaavan (9) kuvaukseen liittyvää vakiota k kutsutaan ku-
vauksen f topologiseksi asteeksi ympäristön V suhteen ja sitä merkitään

µ(V, f, U) := k.

Olkoot V1 ja V2 kaksi (f, U)-kelvollista aluetta, joilla on yhteisiä pisteitä.
Valitaan alue W ⊂ V1 ∩ V2 ja muodostetaan kaavio

Hn
c (V1)

Hn
c (U)

(f |W )∗

(f |V1
)∗

(f |V2
)∗

Hn
c (W )

τW,V1

τW,V2

Hn
c (V2)

joka kommutoi lemman 3.9 todistuksen nojalla. Nyt havaitaan, että pätee

µ(V1, f, U) = µ(W, f, U) = µ(V2, f, U),

sillä alueiden inkluusiot ovat alueen suunnistuksen määritelmän perusteella suun-
nistuksen säilyttäviä kuvauksia ja niiden kohomologiaan indusoivat kuvaukset
isomorfismeja lemman 3.13 nojalla. Täten (f, U)-kelvollisen alueen V valinta
joukon N \ f∂U komponentin sisältä ei vaikuta lukuun k. Jokainen (f, U)-
kelvollinen piste y kuuluu yksikäsitteiseen joukon N \f∂U komponenttiin, joten
kuvauksen f aste pisteessä y voidaan määritellä seuraavasti.
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Määritelmä 3.21. Olkoot f :M→N avoin jatkuva kuvaus ja U ⊂M sellai-
nen prekompakti alue, että f |U : U → fU on suunnistuksen säilyttävä ankara
kuvaus. Olkoon y ∈ N (f, U)-kelvollinen piste ja W ⊂ N \ f∂U komponentti
joka sisältää pisteen y. Kuvauksen f topologinen aste pisteessä y määritellään
asettamalla

µ(y, f, U) = µ(W, f, U).

Suoraan määritelmästä seuraa, että kuvaus y 7→ µ(y, f, U) on vakio jokai-
sessa joukon N \ f∂U komponentissa.

Tärkein topologisen indeksin käsittelyyn työssä käytettävistä tuloksista on
seuraava, jonka antamaa kaavaa (10) ympäristöjen topologiselle asteelle kutsu-
taan jatkossa summakaavaksi.

Lause 3.22. Olkoot U0 alue, f : U0 → N jatkuva avoin kuvaus, U1, . . . , Uk ⊂ U0

erillisiä avoimia joukkoja ja V ⊂ N alue, joka on (f, Uj)-kelvollinen jokaisella
j = 0, 1, . . . , k ja jolle pätee

(f−1V ) ∩ U0 ⊂
k⋃

j=1

Uj.

Tällöin topologinen aste µ(V, f, U0) voidaan laskea kaavalla

µ(V, f, U0) =

k∑

j=1

µ(V, f, Uj).(10)

Todistus. Merkitään V −1
j := Uj ∩ f−1V , kun j = 0, . . . , k. Nyt asteen määritel-

män nojalla on voimassa

µ(V, f, U0)µU0
= (τV −1

0
,U0

) ◦ (f |V −1

0

)∗µV

= (τV −1

0
,U0

)
(
(f |V −1

0

)∗µV

)
.

Lemman 3.5 nojalla pätee

(τV −1

0
,U0

)
(
(f |V −1

0

)∗µV

)
=

k∑

j=1

(τV −1

0
,U0

)
(
(f |V −1

j
)∗µV

)

ja kaikilla j = 1, . . . , k on voimassa

(τV −1

0
,U0

)
(
(f |V −1

j
)∗µV

)
= (τV −1

j ,U0
)
(
(f |V −1

j
)∗µV

)

= (τV −1

j ,U0
) ◦ (f |V −1

j
)∗µV

= (τUj ,U0
) ◦ (τV −1

j ,Uj
) ◦ (f |V −1

j
)∗µV

= (τUj ,U0
)µ(V, f, Uj)µUj

= µ(V, f, Uj)τUj ,U0
(µUj

)

= µ(V, f, Uj)µU0
.

Täten pätee

µ(V, f, U0)µU0
=

k∑

j=1

µ(V, f, Uj)µU0
.

Tämä todistaa väitteen.
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Tarkastelemalla alueen topologisen asteen sijasta pisteen topologista astetta
saadaan seuraava muotoilu äskeisestä lauseesta. Myös kaavaa (11) kutsutaan
työssä summakaavaksi.

Korollaari 3.23. Olkoot U0 alue, f : U0 → N avoin jatkuva kuvaus, U1, . . . , Uk ⊂
U0 erillisiä avoimia joukkoja ja y ∈ N piste, joka on (f, Uj)-kelvollinen piste

kaikilla j = 0, 1, . . . , k ja jolle pätee f−1{y} ∩ U0 ⊂
⋃k

j=1 Uj. Tällöin saadaan
yhtälö

µ(y, f, U0) =
k∑

j=1

µ(y, f, Uj).(11)

Olkoot A1 ja A2 alueita suunnistetun moniston M alueessa U ja oletetaan,
että x ∈ A1 ∩A2 on piste, jolle pätee

Aj ∩ f
−1{f(x)} = {x},

missä j ∈ {1, 2}. Tällöin x on sekä (f,A1)- että (f,A2)-kelvollinen ja korollaarin
3.23 perusteella

µ(f(x), f, A1) = µ(f(x), f, U) = µ(f(x), f, A1).

Aste µ(f(x), f, U) ei siis riipu ympäristöstä U , jos pätee x ∈ U ja

U ∩ f−1{f(x)} = {x}.

Tällainen ympäristö löytyy aina, kun kuvaus on diskreetti ja avoin. Täten voi-
daan antaa seuraava määritelmä.

Määritelmä 3.24. Olkoon f :M→ N haarautuva peitekuvaus kahden suun-
nistetun moniston välillä sekä x ∈ M. Kuvauksen f lokaali indeksi i(x; f) pis-
teessä x on aste µ(f(x), f, U), kun U on pisteen x prekompakti ympäristö, jolle
pätee:

(i) Rajoittuma f |U : U → fU on suunnistuksen säilyttävä kuvaus kahden
suunnistetun moniston välillä.

(ii) Piste x on (f, U)-kelvollinen ja toteuttaa ehdon U ∩ f−1{f(x)} = {x}.

Määritelmä 3.25. Kahden suunnistetun moniston M ja N välistä haarau-
tuvaa peitekuvausta f : M → N sanotaan suunnistuksen säilyttäväksi, mikäli
kaikilla x ∈ M pätee i(x : f) ≥ 0.

Soveltamalla summakaavaa (11) tilanteessa, jossa ympäristöt Uj , j ≥ 1, ovat
kuten määritelmässä 3.24, saadaan seuraava korollaari.

Korollaari 3.26. Oletetaan korollaarin 3.23 oletuksien lisäksi, että joukoille
Uj pätee

♯(Uj ∩ f
−1{y}) ≤ 1.

Tällöin on voimassa

µ(y, f, U0) =
∑

z∈f−1{y}

i(z; f).(12)
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Kaavaa (12) kutsutaan indeksikaavaksi.
Myöhempiä tuloksia varten otetaan käyttöön vielä yksi indeksikäsite, joka

on luonteeltaan aikaisempia geometrisempi.

Määritelmä 3.27. Olkoon f : M → N avoin diskreetti kuvaus kahden mo-
niston välillä ja U ⊂ M joukko. Kuvauksen f geometrinen aste pisteen y ∈ N
suhteen joukossa U on

N(y, f, U) = ♯(U ∩ f−1{y}) ∈ N ∪ {∞}.

Lisäksi merkitään N(f, U) := supx∈U N(f(x), f, U).

Indeksikaava (12) laskee pisteen y topologisen asteen µ(y, f, U) summana
lokaaleista indekseistä i( · ; f) ylitse joukon, joka antaa pisteen y geometrisen
asteen N(y, f, U). Myöhemmin lemmassa 4.7 saadaan tämän huomion avulla
lokaali äärellinen yläraja haarautuvan peitekuvauksen lokaalille multiplisiteetil-
le.

Seuraava lemma kertoo, että funktioina lokaali indeksi ja geometrinen aste
käyttäytyvät komplementaarisella tavalla.

Lemma 3.28. Olkoot f :M→N suunnistuksen säilyttävä haarautuva peiteku-
vaus kahden suunnistetun moniston välillä ja U ⊂M prekompakti alue. Tällöin

(a) kuvaus x 7→ i(x; f) on ylhäältä puolijatkuva, ja

(b) kuvaus x 7→ N(f(x), f, U) on alhaalta puolijatkuva.

Todistus. Olkoot x0 ∈ M ja (xn) jono, joka suppenee kohti pistettä x0. Todis-
tetaan, että tällöin on voimassa

i(x0; f) ≥ lim sup
n→∞

i(xn; f).(13)

Olkoon U pisteen x0 normaaliympäristö, jolle pätee U ∩ f−1{f(x0)} = {x0}.
Nyt on voimassa i(x0; f) = µ(f(x0), f, U), ja on olemassa sellainen n0 > 0, että
pätee xn ∈ U kaikilla n ≥ n0. Kaikilla n ≥ n0 saadaan epäyhtälöketju

i(x0; f) = µ(f(x0), f, U) = µ(f(xn), f, U) =
∑

z∈U∩f−1{f(xn)}

i(z; f) ≥ i(xn; f).

Tämä todistaa epäyhtälön (13), josta puolestaan seuraa, että kuvaus x 7→ i(x; f)
on ylhäältä puolijatkuva.

Todistetaan seuraavaksi kohta (b). Koska joukko U on prekompakti, niin
geometrinen aste N(f(x0), f, U) on äärellinen. Täten voidaan valita erilliset
ympäristöt U0, . . . , Uk joukon U ∩ f−1{f(x0)} pisteille {y0, . . . , yk}. Olkoon

V := U0 ∩ f
−1
⋂

j

fUj.

Tällöin kaikilla pisteillä x ∈ V pätee epäyhtälö

N(f(x), f, U) ≥ N(f(x0), f, U).

Tämä todistaa väitteen.
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Kappaleen viimeisinä tuloksina tarkastellaan topologisen indeksin rajakäyt-
täytymisestä.

Lemma 3.29. Olkoot U,W ⊂ Rn sellaisia prekompakteja alueita, että U ⊂W ,
ja olkoot f, g : W → Rn avoimia jatkuvia kuvauksia, joille pätee fU ∩ gU 6= ∅.
Olkoon V ⊂ fU ∩ gU avoin joukko, joka toteuttaa ehdon

min(d(V, f∂U), d(V, g∂U)) ≥ 2‖f − g‖∞.(14)

Tällöin V on sekä (f, U)- että (g, U)-kelvollinen alue ja pätee

µ(V, f, U) = µ(V, g, U).

Todistus. Oletuksista seuraa suoraan, että V on sekä (f, U)-kelvollinen että
(g, U)-kelvollinen alue. Olkoon F : U × I → Rn janahomotopia

(x, t) 7→ tf(x) + (1− t)g(x).

Ehdon (14) perusteella pätee

V ∩ F∂(U × I) = ∅.

Täten kuvaus F |F−1V ∩U×I on ankara. Nyt lauseen 3.7 perusteella

(τU∩f−1V,U ) ◦ (f |f−1V ∩U )
∗ = (τU∩g−1V,U ) ◦ (g|f−1V ∩U )

∗,

eli erityisesti pätee µ(V, f, U) = µ(V, g, U) kuten haluttiin.

Seuraava lause on luonteeltaan eräänlainen Hurwitzin lause.

Lause 3.30. Olkoon (fj) jono haarautuvia peitekuvauksia Bn → Rn, joka sup-
penee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti haarautuvaa peitekuvausta g : Bn →
Rn. Tällöin kaikilla pisteillä x0 ∈ Bn pätee

lim
j→∞

µ(g(x0), fj, U) = µ(g(x0), g, U),

missä U on pisteen x0 normaaliympäristö kuvauksen g suhteen, jolle pätee U ⊂
Bn.

Todistus. Olkoot x0 ∈ Bn ja U sellainen pisteen x0 normaaliympäristö kuvauk-
sen g suhteen, että on voimassa U ⊂ Bn. Tällöin pätee R := d(g(x0), g∂U) > 0.
Olkoon j0 niin suuri, että epäyhtälö ‖g− fj‖∞ < R

4 on voimassa kaikilla j ≥ j0.
Nyt saadaan epäyhtälöt

d(g(x0), fj∂U) ≥
3R

2
ja d(fj(x0), g(x0)) ≤

R

4

kaikilla j ≥ j0. Tästä seuraa, että kaikilla j ≥ j0 pätee B(g(x0),
3R
4 ) ⊂ fjU .

Täten avoin joukko

V := B

(
g(x0),

R

4

)

on (g, U)-kelvollinen ja (fj , U)-kelvollinen kaikilla j ≥ j0. Lemman 3.29 pe-
rusteella kaikilla j ≥ j0 pätee yhtälö µ(V, g, U) = µ(V, fj , U). Tämä todistaa
väitteen, sillä pisteet fj(x0) ja g(x0) sisältyvät joukkoon V kaikilla j ≥ j0.
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4 Haarautuvien peitekuvausten perusominaisuuk-

sista

Tässä luvussa todistetaan muutamia aputuloksia haarautuvien peitekuvausten
perusominaisuuksista.

4.1 Haarajoukon topologisista ominaisuuksista

Tässä kappaleessa todistetaan, että haarautuvan peitekuvauksen haarajoukko
on sisäpisteetön eikä separoi monistoa lokaalisti missään pisteessä. Tulos to-
distettiin alunperin lähteessä [Čer64], mutta todistusta yksinkertaistettiin noin
vuosi myöhemmin lähteessä [Väi66]. Tuloksesta seuraa erityisesti, että haara-
joukon komplementti on suoristuvasti yhtenäinen polkumetrisillä monistoilla.
Haarajoukon ominaisuuksien todistukset seuraavat pääosin lähdettä [Väi66].

Haarajoukon sisäpisteettömyys on luonteeltaan geometrinen ominaisuus ja
suoraviivainen todistaa.

Lemma 4.1. Olkoon f : M → N haarautuva peitekuvaus kahden moniston
välillä ja x ∈ Bf . Tällöin pisteen x jokaiselle normaaliympäristölle U , jolle
pätee N(f, U) <∞ on voimassa

N(f(x), f, U) < N(f, U) <∞.

Todistus. Olkoon U jokin pisteen x normaaliympäristö, jolle pätee N(f, U) <
∞. Tehdään vastaoletus, että pisteen x ∈ Bf kuvalla f(x) olisi maksimaalinen
geometrinen aste alueessa U . Valitaan erilliset ympäristöt Uj ⊂ U joukon

f−1{f(x)} ∩ U

pisteille x1, . . . , xk. Voidaan olettaa, että x1 = x. Merkitään

V = U1 ∩ f
−1




⋂

j

fUj



 .

Tällöin kaikilla y ∈ V pätee Uj ∩ f
−1{f(y)} 6= ∅ kaikilla j = 1, . . . k. Koska pis-

teen x geometrinen indeksi on maksimaalinen, pätee N(f(y), f, V ) = 1 kaikilla
y ∈ V . Täten kuvaus f |V on injektio ja siten lokaali homeomorfismi pisteessä
x, mikä on ristiriita.

Lause 4.2. Olkoon f :M→N haarautuva peitekuvaus kahden moniston välil-
lä. Tällöin joukolla Bf ei ole sisäpisteitä.

Todistus. Tehdään vastaoletus, että joukko Bf sisältää prekompaktin avoimen
joukon V . Koska kuvaus f on diskreetti ja ympäristö V prekompakti, niin kai-
killa x ∈ V on voimassa N(f(x), f, V ) < ∞. Joukko V voidaan esittää nume-
roituvana yhdisteenä

V =

∞⋃

j=1

Vj ,
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missä joukot

Vj := {x ∈ V | N(f(x), f, V ) ≤ j}

ovat suljettuja lemman 3.28 nojalla. Täten Bairen lauseen nojalla on olemassa
sellainen j0 ∈ N, että joukolla Vj0 on sisäpisteitä. Valitaan tämän joukon Vj0
sisältä jokin normaaliympäristö U . Koska pätee N(f, U) ≤ j <∞, niin kuvaus
z 7→ N(z, f, U) saavuttaa joukossa U suurimman arvonsa. Tämä on ristiriidassa
lemman 4.1 kanssa. Joukolla Bf ei siis ole sisäpisteitä.

Seuraavaksi todistetaan, ettei haarautuvan peitekuvauksen haarajoukko voi
separoida lähtömonistoa missään pisteessä, eli että kaikilla pisteillä p ∈ Bf ja
alueilla D ∋ p joukko D \ Bf on yhtenäinen. Todistuksen ideana on näyttää,
että jos haarajoukko separoi monistonM lokaalisti jossain pisteessä, niin löytyy
alue D ja haarajoukon sulkeuman sellainen osajoukko A, että D \ A koostuu
kahdesta komponentista, jotka f kuvaa homeomorfisesti samalle alueelle D′.
Tällöin joukko A∩D kuvautuu alueen D′ reunalle vaikka se sisältää välttämättä
alueen D sisäpisteen. Tämä on mahdotonta, sillä kuvaus f |D on avoin kuvaus.

Aloitetaan todistamalla muutama aputulos. Seuraava lemma todistuksineen
on lähteestä [Väi66, Lemma 5.2.].

Lemma 4.3. Olkoot U1, U2 ⊂ M erillisiä alueita, joille pätee ∂U1 = ∂U2 ja
U1 ∪U2 6=M. Tällöin ei ole olemassa homeomorfismia f : U1 → U2, jolle pätee
f |∂U1

= id.

Todistus. Tehdään vastaoletus: on olemassa homeomorfismi f : U1 → U2, jolle
pätee f |∂U1

= id.
Korollaarin 3.10 nojalla jono

· · · Hn−1
c (∂(U1 ∪ U2))

d
Hn

c (U1 ∪ U2) Hn
c (U1 ∪ U2) · · ·

on eksakti ja lemman 3.13 nojalla Hn
c (U1 ∪ U2) = 0. Koska alueet U1 ja U2

ovat erillisiä, mutta niillä on sama reuna, niin pätee ∂U1 = ∂(U1 ∪ U2). Tästä
saadaan eksakti jono

· · · Hn−1
c (U1 ∪ U2) Hn−1

c (∂U1)
d

Hn
c (U1 ∪ U2) 0,

josta seuraa, että homomorfismi d on surjektio.
Korollaarin 3.10 nojalla jonot

· · · Hn−1
c (∂Ui)

di
Hn

c (Ui) Hn
c (Ui) Hn+1

c (∂Ui) · · · ,

missä i ∈ {1, 2}, ovat eksakteja. Kuvauksen f rajoittuma joukkoon U1 määrit-
telee homeomorfismin g = f |U1

: U1 → U2. Täten saadaan kommutoiva kaavio

Hn−1
c (∂U1)

d1

Hn
c (U1)

Hn−1
c (∂U2)

d2

id

Hn
c (U2),

g∗
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missä kuvaus g∗ on isomorfismi. Erityisesti d1 = g∗ ◦ d2.
Koska alueet U1 ja U2 ovat erillisiä, niin joukko Ui on suljettu avaruudessa

U1 ∪ U2, jolloin inkluusio ιi : Ui →֒ U1 ∪ U2 indusoi homomorfismin

ι∗i : H
n
c (U1 ∪ U2)→ Hn

c (Ui),

kun i ∈ {1, 2}. Täten saadaan aikaan kaksi kommutoivaa kaaviota

Hn−1
c (∂U1)

d

di

Hn
c (U1 ∪ U2)

ι∗i

Hn
c (Ui),

missä i ∈ {1, 2}. Koska alueet U1 ja U2 ovat erillisiä, niin ryhmä Hn
c (U1 ∪ U2)

on isomorfinen ryhmän Hn
c (U1)⊕Hn

c (U2) kanssa ja kuvaus

(ι∗1 ⊕ ι
∗
2) : H

n
c (U1 ∪ U2)→ Hn

c (U1)⊕H
n
c (U2)

on isomorfismi. Näin ollen

d(a) = (d1(a), d2(a)) = (g∗ ◦ d2(a), d2(a)).

Tämä on ristiriita, sillä homomorfismi d on surjektio, mutta se ei voi saada
arvoja jotka ovat muotoa (b, 0), missä b 6= 0. Täten väite on todistettu.

Lemma 4.4. Olkoot M ja N suunnistettuja monistoja sekä f :M → N sul-
jettu haarautuva peitekuvaus, jolle pätee N(f,M) <∞. Olkoon lisäksi A ⊂ M
suljettu joukko, jolle M \ A on epäyhtenäinen ja kaikilla x ∈ A on voimas-
sa N(f(x), f,M) = 1. Tällöin jokainen joukon M\A komponentti U kuvautuu
surjektiivisesti jollekin joukon N \fA komponentille V . Rajoittuma f |U : U → U
on tällöin suljettu kuvaus ja kaikilla y ∈ V on voimassa µ(y, f, U) = ±1.

Todistus. Koska f on jatkuva ja f−1fA = A, sisältyy jokainen joukon M \ A
komponentti U johonkin joukon N \ fA komponenttiin V . Olkoon E joukon
U suljettu osajoukko. Tällöin pätee E = E ∩ U , missä sulkeuma E otetaan
monistonM suhteen. Oletuksista seuraa, että kuvaus f on suljettu, joten joukko
fE ∩ V on suljettu komponentissa V . Selvästi on voimassa fE ⊂ fE ∩ V .
Lisäksi pätee V ∩ fA = ∅, joten on voimassa fE ∩ V ⊂ fE. Täten joukko
fE = fE ∩V on suljettu komponentissa V , eli kuvaus f |U : U → V on suljettu.
Koska kuvaus f on avoin, pätee fU = V , eli rajoittuma f |U : U → V on myös
surjektio. Surjektiivisena haarautuvana peitekuvauksena, jolle pätee N(f, U) <
∞, rajoittuma f |U : U → V on ankara kuvaus.

Osoitetaan seuraavaksi, että rajoittuma f |∂U : ∂U → ∂V on homeomorfismi.
Koska N(f(x), f,M) = 1 kaikilla x ∈ A, niin rajoittuma f |A on injektio. Koska
∂U ⊂ A, niin myös rajoittuma f |∂U on injektio. Täten riittää näyttää, että
rajoittuma f |∂U : ∂U → ∂V on surjektio, sillä se on tällöin bijektiivinen avoin
ja suljettu jatkuva kuvaus ja täten homeomorfismi. Koska pätee

V ∩ f∂U ⊂ V ∩ fA = ∅,

niin on voimassa f∂U ⊂ ∂V . Toisaalta, koska f on suljettu ja fU = V , niin
fU = V . Täten

∂V = fU \ fU ⊂ f∂U.
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Täten f∂U = ∂V ja rajoittuma f |∂U : ∂U → ∂V on homeomorfismi.
Väitteen µ(y, f, U) = ±1 todistamiseksi kaikilla y ∈ V riittää osoittaa, että

rajoittuman g := f |U : U → V indusoima kuvaus g∗ : Hn
c (V ) → Hn

c (U) on
surjektio, sillä surjektiivinen homomorfismi Z→ Z on välttämättä isomorfismi.
Merkitään h := f |∂U : ∂U → ∂V . Yhdistämällä pitkään eksaktiin jonoon (7)
kuvausten g sekä h indusoimat homomorfismit saadaan seuraava kommutoiva
kaavio:

Hn−1
c (∂U)

d
Hn

c (U) Hn
c (U)

Hn−1
c (∂V )

h∗

Hn
c (V )

g∗

Lemman 3.13 nojalla pätee Hn
c (U) = 0, joten kuvaus d on surjektio. Koska

kaavio kommutoi ja kuvaus h∗ on homeomorfismin indusoimana kuvauksena
isomorfismi, on kuvaus g∗ välttämättä surjektio. Tämä todistaa väitteen.

Todistetaan seuraavaksi tämän kappaleen päätulos.

Lause 4.5. Olkoon f :M→N haarautuva peitekuvaus kahden moniston välil-
lä. Tällöin kuvauksen f haarajoukko Bf ei separoi lokaalisti lähtömonistoa M
missään pisteessä.

Todistus. Tehdään vastaoletus: joukko Bf separoi moniston M lokaalisti jos-
sain pisteessä. Tällöin on olemassa moniston M prekompakti alue X , jonka
haarajoukko Bf separoi lokaalisti jossain pisteessä. Erityisesti joukko

Sf = {x ∈ X ∩ Bf | joukko Bf separoi alueen X lokaalisti pisteessä x}

on epätyhjä. Olkoon S joukon Sf X-sulkeuma, eli S = Sf ∩X .
Koska X on prekompakti, niin pätee N(f(x), f,X) < ∞ kaikilla x ∈ X .

Suljettu joukko S voidaan esittää numeroituvana yhdisteenä

S =

∞⋃

j=1

Sj ,

missä joukot

Sj := {x ∈ S | N(f(x), f, V ) ≤ j}

ovat suljettuja lemman 3.28 nojalla. Täten Bairen lauseen nojalla on olemassa
sellainen j0 ∈ N, että joukolla Sj0 on sisäpisteitä joukon S suhteen. Täten on
olemassa sellainen alue G ⊂ X , että joukolla A := G ∩ S ⊂ Sj0 on sisäpisteitä
joukon S suhteen ja erityisesti pätee N(x, f,G) ≤ j0 kaikilla x ∈ S.

Voidaan siis valita piste x1 ∈ A, jonka geometrinen indeksi N(f(x1), f, G)
on maksimaalinen joukossa A. Olkoon nyt f−1{f(x1)} = {x1, . . . , xj}. Valitaan
pisteille xi, i ∈ {1, . . . , j} erilliset ympäristöt Vi ja merkitään

V := V1 ∩ f
−1

(
⋂

i

fVi

)
.
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Nyt on voimassa N(f(x1), f, V ) = 1. Koska pisteellä x1 on maksimaalinen geo-
metrinen indeksi joukossa A, niin N(f(x), f, V ) = 1 pätee kaikilla x ∈ A ∩ V ;
vertaa lemman 4.1 todistus.

Joukko A ∩ V =: A′ sisältää määritelmänsä nojalla pisteen p, jossa joukko
A′ separoi joukon G lokaalisti. Olkoon siis D ⊂ G pisteen p sellainen yhtenäinen
normaaliympäristö kuvauksen f suhteen, että D\A′ on epäyhtenäinen. Nyt voi-
daan soveltaa lemmaa 4.4, jonka mukaan kuvaus f rajoittuu homeomorfismiksi
joukossa A′ ja kuvaa kaikki joukon D \A′ komponentit homeomorfisesti joukon
fD \ f(D ∩ A′) komponenteille.

Koska piste p kuuluu haarajoukkoon, niin kuvaus f |D ei voi olla pisteessä
p lokaalisti injektiivinen lauseen 2.8 nojalla. Täten löytyy kaksi joukon D \ A′

komponenttia U1 ja U2, joiden kuvajoukot fU1 ja fU2 leikkaavat. Koska lemman
4.4 nojalla kuvaus f kuvaa joukon D \A′ komponentit homeomorfisesti joukon
fD\fA′ komponenteille, ovat kuvajoukot fU1 ja fU2 välttämättä samat. Lisäksi
koska kuvauksen f rajoittuma joukkoon A′ on homeomorfismi, on kuvaus

(f |U2∩D)−1 ◦ (f |U1∩D) : U1 ∩D → U2 ∩D

myös homeomorfismi, jonka rajoittuma reunalle on identtinen kuvaus. Täten
lemman 4.3 nojalla alueet U1 ja U2 ovat ainoat joukon D \A′ komponentit.

Tämä on ristiriita, sillä nyt joukossa fD\f(D∩A′) on vain yksi komponentti,
jolle alueet Ui kuvautuvat homeomorfisesti. Erityisesti alueen D sisäpisteisiin
sisältyvä joukko A ∩ D kuvautuu alueen fD reunalle, mikä on mahdotonta,
koska kuvaus f |U on avoin.

Haarajoukon kuvan topologisista ominaisuuksista

Haarautuvan peitekuvauksen haarajoukon kuva on myöskin sisäpisteetön eikä
separoi monistoa lokaalisti. Tätä tulosta ei käytetä jatkossa, mutta seuraavassa
käydään läpi väitteen todistus. Mikäli X on topologinen avaruus, niin avaruu-
den X kohomologiseksi dimensioksi (kohomologiateorian H∗(·) suhteen) sano-
taan pienintä lukua k ∈ N, jolle pätee Hj+1(K) = 0 kaikilla j ≥ k ja kaikilla
kompakteilla joukoilla K ⊂ X .

Koska haarajoukko on sisäpisteetön eikä separoi lokaalisti lähtömonistoa,
niin lauseen [Bor60, I.4.9.b] nojalla sen kohomologinen dimensio Alexander-
Spanier-kohomologian suhteen on enintään n−2. Koska sekä Alexander-Spanier-,
että Čech-kohomologia ovat kummatkin lyhdekohomologioita ([War83, Chap-
ter 5]), niin tuloksen [War83, Corollary, s. 184] nojalla kohomologinen dimen-
sio Alexander-Spanier -kohomologian suhteen on sama kuin kohomologinen di-
mensio Čech-kohomologian suhteen. Edelleen kohomologinen dimensio Čech-
kohomologian suhteen on haarajoukon tilanteessa lähteen [Eng78, s. 95] no-
jalla sama kuin peitedimensio, joka puolestaan yhtyy topologiseen dimensioon
lauseen [Eng78, Proposition 1.6.9.] nojalla. Erityisesti siis haarajoukon topolo-
ginen dimensio dimT (Bf ) on enintään n− 2.

Koska on voimassa dimT (Bf ) ≤ n − 2, niin lauseen [CH60, Lemma 2.1.]
nojalla pätee dimT (f Bf ) ≤ n − 2. Topologisen dimension määritelmästä seu-
raa, että joukolla f Bf ei täten ole sisäpisteitä, ja soveltamalla lausetta [HW41,
Theorem IV.4., s. 48] huomataan, ettei haarajoukon kuva separoi lokaalisti maa-
limonistoa.
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4.2 Haarautuvan peitekuvauksen topologisesta asteesta

Käyttämällä edellisessä kappaleessa haarajoukolle todistettuja ominaisuuksia
saadaan lisää tietoa haarautuvien peitekuvausten geometriasta.

Lause 4.6. Olkoon f :M → N suunnistuksen säilyttävä haarautuva peiteku-
vaus kahden suunnistetun n-moniston välillä, U ⊂M prekompakti epätyhjä alue
ja V ⊂ N (f, U)-kelvollinen alue. Tällöin µ(V, f, U) > 0.

Todistus. Merkitään g := f |U : U → fU . Kappaleen 4.1 huomioiden nojalla
tiedetään, että joukko fBf ⊂ N on sisäpisteetön eikä separoi monistoa N lo-
kaalisti. Koska ympäristö U on prekompakti ja joukko Bf on suljettu, niin jouk-
ko f [Bf ∩ U ] on kompaktin joukon kuvana suljettu. Tästä seuraa, että joukko
gBg on suljettu joukossa fU . Lisäksi kuvauksen topologista astetta pisteen suh-
teen määriteltäessä huomattiin, että (f, U)-kelvollisen alueen V valinta joukon
N \ f∂U komponentin sisältä ei vaikuta topologiseen asteeseen. Täten voidaan
olettaa, että V ∩ gBg = ∅. Edelleen voidaan olettaa, että alue V on sellainen,
että kuvauksen g rajoittuma joukon g−1V mihin tahansa komponenttiin Uj,
j = 1, . . . , k, on homeomorfismi.

Nyt kaavan (10) nojalla aste µ(V, f, U) voidaan laskea homeomorfisten ra-
joittumien f |Uj

: Uj → V asteiden summana. Homeomorfismin topologinen aste
on ±1 ja koska haarajoukko ei separoi lokaalisti lähtöjoukkoa, ei aste voi vaihtaa
merkkiä. Täten µ(V, f, U) ≥ 1, sillä kuvaus oletettiin suunnistuksen säilyttäväk-
si, ja väite on todistettu.

Yhdistämällä lause 4.6 sekä summakaava (11) nähdään, että suunnistuksen
säilyttävälle kuvaukselle pätee seuraava lemma, joka antaa yhteyden haarautu-
van peitekuvauksen topologian ja geometrian välille.

Lemma 4.7. Olkoon f :M→N suunnistuksen säilyttävä haarautuva peiteku-
vaus kahden suunnistetun moniston välillä. Mikäli U ⊂M on alue, niin pätee

µ(f(x), f, U) ≥ N(f(y), f, U) ja µ(f(x), f, U) ≥ i(x; f),

kun f(x) on (f, U)-kelvollinen piste. Jos lisäksi N(f(x), f, U) = 1, niin

µ(f(x), f, U) = i(x; f).

Toisaalta, jos i(x; f) = 1 pätee kaikilla x ∈ f−1{y} ∩ U , niin on voimassa
µ(y, f, U) = N(y, f, U).

Seuraavaksi karakterisoidaan haarautuvan peitekuvauksen haarajoukko in-
deksin avulla.

Lemma 4.8. Piste x kuuluu suunnistuksen säilyttävän haarautuvan peiteku-
vauksen f haarajoukkoon, jos ja vain jos pätee i(x; f) > 1.

Todistus. Koska kuvaus f on avoin, niin lauseen 2.8 perusteella f on pisteessä
x lokaali homeomorfismi, jos ja vain jos se on pisteessä x lokaali injektio.

Oletetaan ensin, ettei kuvaus f ole lokaali injektio pisteessä x. Tällöin kaikilla
x ∈ Bf ∩ U pätee lemman 4.7 nojalla

µ(f(x), f, U) = µ(y, f, U) ≥ N(y, f, U) ≥ 2,
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kun y on pisteen f(x) (f, U)-kelvollisessa ympäristössä oleva piste, jolla on enem-
män kuin yksi alkukuva. Toisaalta, jos f on lokaali homeomorfismi jossain pis-
teen x ympäristössä U , niin f |U : U → fU indusoi isomorfismin Hn

c (fU) →
Hn

c (U). Tällöin fU on triviaalisti (f, U)-kelvollinen ympäristö pisteelle f(x),
joten pätee µ(f(x), f, U) = 1.

Tämä todistaa väitteen.

Yhdistämällä lemman 4.8 ja lemman 4.7 huomiot nähdään, että kaikilla y /∈
f Bf pätee

µ(y, f, U) = N(y, f, U),

kun y on (f, U)-kelvollinen piste. Koska kappaleen 4.1 nojalla haarajoukon kuva
on sisäpisteetön, pätee haarautuvalle peitekuvaukselle

µ(y, f, U) = sup
z∈V

N(z, f, U),(15)

kun V on pisteen y mikä tahansa (f, U)-kelvollinen ympäristö.
Seuraava korollaari seuraa välittömästi yhdistämällä lause 3.30 ja lemma 4.8.

Korollaari 4.9. Olkoon (fj) jono haarautuvia peitekuvauksia Bn → Rn, jo-
ka suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti haarautuvaa peitekuvausta
g : Bn → Rn. Mikäli kuulan Bn suppenevalle jonolle (xn) pätee xj ∈ Bfj ääret-
tömän monella j ∈ N, niin

lim
j→∞

xj ∈ Bg .

4.3 Polkujen nostaminen

Tässä kappaleessa todistetaan BLD-kuvauksiin liittyviä polunnosto-ominaisuuk-
sia. BLD-kuvauksilla voi nimittäin nostaa polkuja hieman peitekuvausten ta-
paan: erona peitekuvauksiin on kuitenkin se, ettei nostojen tarvitse olla yksikä-
sitteisiä. Olkoon t > 0 ja ∆t kumpi tahansa väleistä [0, t) tai [0, t].

Määritelmä 4.10. Olkoot M monisto, 0 < s ≤ t, sekä γ : [0, t] → M. Polku
α : ∆s →M on polun γ nosto pisteestä x ∈ f−1{a}, jos pätee f ◦ α = γ|∆s

ja
α(0) = x.

Nosto α : ∆s →M on maksimaalinen, mikäli ei ole olemassa polun γ nostoa
α′ : ∆s′ →M, jolle pätee α′|∆s

= α kun ∆s  ∆s′ .

Määritelmä 4.11. Olkoot x1, . . . , xk ∈ f−1{a} erillisiä pisteitä. Kokoelmaa
polkuja {α1, . . . , αm} on sanotaan maksimaaliseksi kokoelmaksi polun γ nostoja
pisteistä {x1, . . . , xk}, mikäli

(i) jokainen polku αj on polun γ maksimaalinen nosto jostain pisteestä xi,

(ii) kaikilla j on voimassa ♯{j | αj(0) = xi} = i(xi; f),

(iii) kaikilla x ∈ M ja kaikilla t on voimassa ♯{j | αj(t) = x} ≤ i(x; f).

Seuraava lause on kirjan [Ric93] lause 3.22. Todistus perustuu polkujen lo-
kaaliin nostamiseen ja päätekniikkana käytetään induktiota pisteiden lokaalin
indeksin suhteen.
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Lause 4.12. Olkoon f :M→ N haarautuva peitekuvaus kahden moniston vä-
lillä, a ja b moniston N kaksi pistettä ja γ : ay b polku. Tällöin millä tahansa
kokoelmalla erillisiä pisteitä {x1, . . . , xk} ⊂ f

−1{a} on olemassa maksimaalinen
kokoelma nostoja.

Korollaari 4.13. Olkoot M täydellinen polkumetrinen monisto, N monisto,
f : M → N BLD-kuvaus, γ : a y b polku, joka yhdistää kaksi moniston N
pistettä sekä x ∈ f−1{a}. Tällöin on olemassa polun γ maksimaalinen nosto
γ̃ : [0, 1]→M, jolle pätee γ̃(0) = x ja f ◦ γ̃ = γ.

Todistus. Väite seuraa siitä, että lähtömoniston ollessa täydellinen, on maksi-
maalisen noston määrittelyjoukon oltava suljettu väli. Toisaalta suljetulla välillä
määriteltyä polun nostoa voidaan jatkaa lauseen 4.12 nojalla, joten korollaarin
tilanteessa maksimaalinen nosto toteuttaa halutut ehdot.

Korollaarissa 4.13 mainittua nostoa kutsutaan jatkossa täydelliseksi nostoksi.

5 Konvergenssituloksia

Tässä kappaleessa todistetaan BLD-kuvausten rajakäyttäytymiseen liittyviä tu-
loksia. Korollaarina saadaan lause, jonka mukaan BLD-kuvauksen haarajoukon
komplementti on aina kvasikonveksi alue.

Rajakuvauksien olemassaolon osoittamiseksi käytetään Arzelà-Ascolin lau-
setta. Lauseen muotoilua varten määritellään, että kokoelma F kuvauksia Bn →
Rn on yhtäjatkuva, mikäli jokaista lukua ε > 0 kohti on olemassa sellainen luku
δ > 0, että d(f(x), f(y)) < ε kaikilla f ∈ F ja x, y ∈ Bn, joilla pätee d(x, y) < δ.

Lause 5.1 (Arzela-Ascolin lauseen erikoistapaus). Olkoon F yhtäjatkuva ko-
koelma kuvauksia Bn → Rn, joille pätee

sup
f∈F
‖f‖∞ <∞.

Tällöin jokaisella kokoelman F jonolla (fn) on osajono, joka suppenee tasaisesti
kompakteissa joukoissa kohti joukon F kuvausta.

Todistus. Todistus tilanteessa, jossa kuvaukset ovat metriseltä avaruudelta komp-
leksilukujen joukolle löytyy lähteestä [Rud87, Theorem 11.28]. Todistus on ident-
tinen tilanteessa Bn → Rn.

Todistuksissa tarvitaan muutamia Lipschitz-analyyttisiä perustuloksia, jot-
ka seuraavaksi esitellään. Seuraavan lauseen todistus löytyy esimerkiksi kirjasta
[Hei05, Theorem 3.1.].

Lause 5.2 (Rademacherin lause). Olkoon f : Bn → Rn L-Lipschitz kuvaus.
Tällöin kuvaus f on differentioituva melkein kaikkialla. Erityisesti kuvauksen f
Jacobin determinantti Jf on määritelty melkein jokaisessa pisteessä ja |Jf (x)| ≤
Ln melkein kaikilla x ∈ Bn.

Seuraava tulos on nimeltään Lipschitz-kuvausten pinta-alakaava. Lause to-
distuksineen löytyy esimerkiksi lähteestä [EG92, Theorem 1, p. 96].
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Lause 5.3. Olkoon f : Bn → Rn L-Lipschitz kuvaus. Tällöin jokaiselle mitalli-
selle joukolla A ⊂ Bn pätee

ˆ

A

|Jf | =

ˆ

fA

N(y, f, A) dm(y).

Seuraavan lemman todistus seuraa lauseen [Ric93, 4.14 Proposition (b)] to-
distusta Lipschitz-analyysin hengessä.

Lemma 5.4. Olkoon f : Bn → Rn haarautuva peitekuvaus, joka on Lipschitz.
Niissä kuvauksen f haarajoukon pisteissä x ∈ Bf , joissa kuvaus f on differen-
tioituva, pätee Jf (x) = 0.

Todistus. Oletetaan, että x0 on piste, jossa kuvaus f on differentioituva ja pätee
Jf (x0) 6= 0. Olkoon r > 0 sellainen, että

Br := B(x0, r) ⊂ B
n

ja N(f(x0), f, Br) = 1. Koska f(x0) /∈ f∂Br, niin on voimassa

c := d(f(x0), ∂fBr) > 0.

Tällöin kaikilla t ∈ [0, 1] ja v ∈ B(0, c
2L ) pätee

d

(
f(x0 + tv)− f(x0)

t
, 0

)
=

∥∥∥∥
f(x0 + tv) − f(x0)

t

∥∥∥∥ =
‖f(x0 + tv)− f(x0)‖

|t|

≤
L‖tv‖

|t|
= L‖v‖ < L

c

2L
< c.

Lisäksi kuvaukset

gj : Br → Rn, v 7→
f(x0 + j−1

v)− f(x0)

j−1

suppenevat tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti rajakuvausta v 7→ Df(x0)v,
joten lemman 3.30 nojalla jollain j ∈ N pätee, että kuvauksilla

v 7→ Df(x0)v ja v 7→ gj(v)

on sama lokaali indeksi origossa. Lisäksi kuvauksen gj indeksi origossa on sama
kuin kuvauksen f indeksi pisteessä x0.

Oletuksen Jf (x0) 6= 0 nojalla i(0;Df(x0)) = ±1, sillä lineaarinen bijektio on
aina homeomorfismi. Näin ollen i(x0; f) = 1, sillä kuvaus f on suunnistuksen
säilyttävä. Erityisesti x0 /∈ Bf lemman 4.8 perusteella ja väite on todistettu.

Lemma 5.5. Olkoon f : Bn → Rn haarautuva peitekuvaus, joka on Lipschitz.
Tällöin

m(f Bf ) = 0.

Todistus. Lemman 5.4 nojalla BLD-kuvauksen Jacobin determinantti on nol-
la niissä haarajoukon pisteissä, joissa se on määritelty. Täten pinta-alakaavan
nojalla on voimassa

m(f Bf ) ≤

ˆ

f Bf

N(y, f,Bf ) dy =

ˆ

Bf

|Jf | = 0.

Tämä todistaa väitteen.
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Polkujen nostamisen sekä pinta-alakaavan avulla voidaan rajoittaa BLD-
kuvauksen geometrista astetta. Seuraava lause todistuksineen on lähteestä [MV88,
Theorem 4.12.]

Lause 5.6. Olkoon f : Bn → Rn L-BLD -kuvaus. Tällöin kaikilla r ∈ (0, 1) on
voimassa

N(f,Bn(0, r)) ≤ L2n(1− r)−n.

Todistus. Voidaan olettaa, että f(0) = 0. Todistetaan, että mielivaltaisella y ∈
Rn pätee

N(y, f, Bn(0, r)) ≤ L2n(1− r)−n.

Kuula Bn(0, r) on prekompakti, joten joukko f−1{y} ∩ Bn(0, r) on äärellinen,
koska kuvaus f on diskreetti. Merkitään

{x1, . . . , xk} := f−1{y} ∩Bn(0, r),

missä k = N(y, f, Bn(0, r)). Asetetaan b = L−1(1− r) ja määritellään jokaisella
e ∈ Sn−1 polku

βe : [0, b)→ Rn, βe(t) = te.

Olkoon {α1
e, . . . , α

m
e } polun βe maksimaalinen kokoelma nostoja pisteistä

{x1, . . . , xk}

jokaisella e ∈ Sn−1. Nyt jokaisella e ∈ Sn−1 ja kaikilla j = 1, . . . ,m pätee

ℓ(αj
e) ≤ Lℓ(f ◦ α

j
e) ≤ Lℓ(βe) = 1− r.

Tästä seuraa, että nostot αj
e ovat täydellisiä, sillä kullakin on positiivinen etäi-

syys yksikkökuulan Bn reunaan.
Maksimaalisen kokoelman ominaisuuksista seuraa, että jokaisella

z ∈ Bn(0, b) \ f Bf

pätee N(z, f, Bn) ≥ m ≥ k. Soveltamalla pinta-alakaavaa sekä tietoam(f Bf ) =
0 saadaan

ˆ

Bn

|Jf (x)| dx =

ˆ

Rn

N(z, f, Bn) dz

=

ˆ

Rn\f Bf

N(z, f, Bn) dz

≥ km(Bn(0, b))

= km(Bn)bn.

Koska |Jf (x)| ≤ Ln melkein kaikilla x ∈ Bn, niin pätee

k ≤ Lnb−n = L2n(1− r)−n.

Tämä todistaa väitteen.
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5.1 LQ- ja BLD-kuvausten konvergenssista

Tässä luvussa todistetaan yksi tämän työn päätuloksista: jos (fj) on jono L-
BLD -kuvauksia Bn → Rn, joille pätee fj(0) = 0 kaikilla j ∈ N, niin jonolla
(fj) on osajono, joka suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti L-BLD
-kuvausta f : Bn → Rn. Lokaalisti tasaisesti suppeneva osajono löydetään sovel-
tamalla Arzela-Ascolin lausetta. Tämän jälkeen osoitetaan, että rajakuvaus on
suunnistuksen säilyttävä diskreetti L-LQ -kuvaus ja todistetaan, että diskreetti
LQ-kuvaus on BLD-kuvaus. Viimeksi mainittua tulosta kirjoittaja ei ole nähnyt
mainittavan kirjallisuudessa.

Tässä kappaleessa LQ-kuvaus f : Bn → Rn on LQ-kuvaus joukon Bn ⊂ Rn

suhteen.

Huomautus 5.7. L-LQ -kuvaus on aina avoin L-Lipschitz -kuvaus. On avoin
kysymys onko LQ-kuvaus Rn → Rn diskreetti kuvaus, kun n ≥ 3. (Katso esi-
merkiksi [BJL+99].) Tästä seuraisi tässä kappaleessa todistettavien lauseiden
5.8 sekä 5.14 nojalla, että BLD-kuvausten ja LQ-kuvausten luokat ovat samat.

Lause 5.8. Olkoon M täydellinen polkumetrinen monisto, A ⊂M ja f : A→
N L-BLD -kuvaus. Tällöin f on joukon A suhteen L-LQ-kuvaus.

Todistus. Olkoon Bn(x, r) kuula, joka sisältyy joukkoon A. Väite

fBn(x, r) ⊂ Bn(f(x), Lr)

seuraa siitä, että L-BLD -kuvaus on aina L-Lipschitz kuvaus.
Inkluusio

Bn(f(x), L−1r) ⊂ fBn(x, r)

riittää todistaa sellaisille pisteille x ∈ A ja säteille r > 0, joille pätee, että
B

n
(x, r) ⊂ A. Tämä seuraa siitä, että tällöin kaikilla r0 > 0, joilla on voimassa

Bn(x, r0) ⊂ A, pätee

Bn(f(x), L−1r0) =
⋃

0<r<r0

Bn(f(x), L−1r) ⊂
⋃

0<r<r0

fBn(x, r) ⊂ fBn(x, r0).

Tehdään vastaoletus, että on olemassa sellainen piste x0 ∈ A sekä säde
r0 > 0, että B

n
(x0, r0) ⊂ A, mutta

Bn(f(x0), L
−1r0) 6⊂ fB

n(x0, r0).

Tällöin on olemassa piste z ∈ ∂fBn(x0, r0), jolle pätee, että d(z, f(x0)) <
L−1r0. Olkoon 0 < ε < L−1r0 − d(z, f(x0)), valitaan geodeesi α : f(x0) gy z,
asetetaan

t0 = sup{t | [0, α(t)] ⊂ fBn(x0, r0)}

ja merkitään z0 := α(t0).
Valitaan rajoittumalle α|[0,t0) täydellinen nosto β pisteestä x0 ja jatketaan

se poluksi γ : [0, t0] → M. Nyt γ(t0) ∈ ∂B(x0, r0), sillä kuvaus f on avoin.
Kyseinen polku γ yhdistää siis pisteen x0 kuulan B(x0, r0) reunaan, mutta polun
γ pituus on

ℓ(γ) = ℓ(β) ≤ Lℓ(f ◦ β) = Lℓ(α) = Ld(z0, f(x0))

≤ Ld(z, f(x0)) < LL−1r0 = r0,
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eli ℓ(γ) < r0. Tämä on ristiriita, sillä kuulan B(x0, r0) keskipisteen etäisyys
reunasta on r0. Väite on täten todistettu.

Lauseesta 5.8 saadaan pääteltyä myös seuraava fakta.

Korollaari 5.9. Olkoot M ja N polkumetrisiä monistoja sekä f : M → N
BLD-kuvaus. Jos monisto M on täydellinen, niin kuvaus f on surjektio.

Lause 5.10. Olkoon (fj) jono L-LQ -kuvauksia Bn → Rn. Mikäli jono (fj)
suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti jatkuvaa kuvausta f : Bn → Rn,
niin rajakuvaus f on L-LQ.

Todistus. Rajakuvaus f on L-Lipschitz, sillä se on L-Lipschitz -kuvausten lo-
kaalisti tasainen raja. Erityisesti on voimassa fB(x, r) ⊂ B(f(x), Lr) kaikilla
x ∈ Bn ja r > 0.

Olkoot x0 ∈ Bn ja r ∈ (0, 1 − ‖x0‖). Todistetaan, että kaikilla 0 < r′ < r
pätee

fB(x0, r) ⊃ B(f(x0), L
−1r′).

Olkoon y ∈ B(f(x0), L
−1r′). Tasaisen suppenemisen perusteella on olemassa

sellainen k0 ∈ N, että kaikilla k ≥ k0 on voimassa

y ∈ B(fk(x0), L
−1r′) ⊂ fkB(x0, r

′).

Täten jokaisella k ≥ k0 voidaan kiinnittää piste

xk ∈ B(x0, r
′) ∩ f−1

k {y}.

Jonolle (xk) löytyy kompaktisuuden perusteella osajono joka suppenee kohti
pistettä

z ∈ B(x0, r
′) ⊂ B(x0, r).

Rajakuvauksen jatkuvuuden perusteella on voimassa f(z) = y, joten

fB(x0, r) ⊃ B(f(x0), L
−1r′).

Väite on täten todistettu.

Seuraava lemma on lähteestä [Ric93, Lemma 8.8.].

Lemma 5.11. Olkoon (fj) jono L-Lipschitz-kuvauksia Bn → Rn, joka suppenee
tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti jatkuvaa kuvausta. Tällöin suppenevan
jonon Jacobin determinantit suppenevat heikosti kohti rajakuvauksen Jacobin
determinanttia.

Propositio 5.12. Olkoon f : Bn → Rn L-LQ -kuvaus. Tällöin

m(Bf ) = 0.

Todistus. Tehdään vastaoletus, m(Bf ) > 0. Valitaan haarajoukon tiheyspiste
x0, ja olkoot rj ∈ R+, j ∈ N sellaisia lukuja, joille pätee

m(Bf ∩B(x0, rj))

m(B(x0, rj))
> (1− j−1).
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Tällöin kuvaukset

fj : B
n → Rn, fj(x) =

f(x0 + rjx)− f(x0)

rj
,

ovat sellaisia L-LQ -kuvauksia, että on voimassa m(Bfj ) > 1 − j−1 kaikilla
j ∈ N. Lauseiden 5.1 ja 5.8 sekä lemman 5.10 nojalla jonolla (fj) on osajono, joka
suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti L-LQ -kuvausta g : Bn → Rn.

Koska niissä haarajoukon Bfj pisteissä x, joissa BLD-kuvauksen Jacobin
determinantti on määritelty, pätee Jfj (x) = 0, niin erityisesti kaikilla j ∈ N on
voimassa

m(J−1
fj
{0}) ≥ m(Bfj ) > 1− j−1.

Täten lemman 5.11 nojalla Jg(x) = 0 melkein kaikilla x ∈ Bn. Toisaalta pinta-
alakaavan nojalla

0 < m(Bn(0, L−1)) ≤ m(gBn) ≤

ˆ

gBn

N(y, g, Bn) dy =

ˆ

Bn

|Jg| = 0.

Tämä on ristiriita ja väite on todistettu.

Jatkossa merkitään

ℓ(Df(x)) := min
|v|=1

|Df(x)v|,

kun f : Bn → Rn on Lipschitz-kuvaus.
Seuraava lemma on lähteestä [MV88, Lemma 2.15.]

Lemma 5.13. Olkoon f : Bn → Rn L-Lipschitz-kuvaus, jolle pätee

L−1 ≤ ℓ(Df(x)) ≤ |Df(x)| ≤ L ja Jf (x) ≥ 0

melkein kaikilla x ∈ Bn. Tällöin kaikilla poluilla α : [0, 1]→ Bn on voimassa

L−1ℓ(α) ≤ ℓ(f ◦ α) ≤ Lℓ(α).

Seuraava lause on muokattu versio lauseesta [MV88, Theorem 2.16.].

Lause 5.14. Olkoon f : Bn → Rn L-LQ -kuvaus. Jos f on diskreetti, niin f on
L-BLD.

Todistus. Haarajoukon määritelmästä seuraa, että Bn \ Bf on avoin joukko.
Lisäksi diskreetti LQ-kuvaus on haarautuva peitekuvaus, joten kappaleen 4.1
nojalla haarajoukko on sisäpisteetön eikä separoi lähtömonistoa Bn lokaalisti.

Proposition 5.12 nojalla kuvaus f on melkein kaikkialla lokaalisti L-bilip-
schitz, sillä homeomorfinen L-LQ-kuvaus on L-bilipschitz-kuvaus. Täten mel-
kein kaikkialla pätee, että

L−1 ≤ ℓ(Df(x)) ≤ |Df(x)| ≤ L.

Soveltamalla lemman 5.4 todistusta nähdään, että kaikissa pisteissä x ∈ Bn jois-
sa kuvauksen f Jacobin determinantti on määritelty, pätee i(x; f) = sign Jf (x).
Koska haarajoukko ei separoi lähtömonistoa Bn lokaalisti, ei topologinen indeksi
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i(·; f) vaihda merkkiä haarajoukon komplementissa. Täten myöskään kuvauk-
sen f Jacobin determinantti ei vaihda merkkiään positiivimittaisessa joukossa.
Erityisesti pätee Jf (x) ≥ 0 (Jf (x) ≤ 0) melkein kaikilla x ∈ Bn mikäli kuvaus
f on suunnistuksen säilyttävä (kääntävä). Täten lemman 5.13 nojalla kuvaus f
toteuttaa BLD-kuvausten määritelmässä esiintyvän epäyhtälön (5) (sivulla 11).
Nyt kuvaus f on L-BLD -kuvaus, sillä se on oletuksen mukaan diskreetti, LQ-
kuvauksena avoin kuvaus ja lemman 5.13 nojalla toteuttaa polkujen pituuksiin
liittyvän epäyhtälön.

Lauseen 5.14 soveltamista varten osoitetaan, että BLD-kuvausten jonon lo-
kaalisti tasainen raja on diskreetti kuvaus.

Lause 5.15. Olkoon (fj) jono L-BLD -kuvauksia Bn → Rn, joille pätee fj(0) =
0 kaikilla j ∈ N ja jotka suppenevat tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti
jatkuvaa kuvausta f : Bn → Rn. Tällöin rajakuvaus f on diskreetti.

Todistus. Tehdään vastaoletus, että kuvaus f ei ole diskreetti. Tällöin on ole-
massa sellainen piste y ∈ Rn, että joukolla f−1{y} on kasautumispiste x0 ∈ Bn.
Voidaan olettaa, että x0 = 0 ja f(0) = 0.

Koska kuulassa Bn(0, 12 ) on äärettömän monta pisteen 0 alkukuvaa, niin
jokaisella k ∈ N on olemassa säde rk > 0 sekä sellaiset pisteet x1, . . . , xk ∈
f−1{y}, että kuulat Bn(xj , rk) ovat erillisiä ja Bn(xj , rk) ⊂ Bn(0, 12 ), kun j =
1, . . . , k. Valitaan ε = rk

4L ja sellainen indeksi j0, että ‖f − fj0‖∞ < ε. Tällöin
kaikilla j ∈ 1, . . . , k pätee fj0(xj) ∈ B

n(0, ε). Koska kuvaus fj0 on L-LQ, niin
erillisten kuulien Bn(xj , rk) kuvajoukkojen leikkaus

k⋂

j=1

fj0B
n(xj , rk)

on epätyhjä. Erityisesti kuvaukselle fj0 pätee siis

N(fj0 , B
n(0,

1

2
)) ≥ N(0, fj0 , B

n(0,
1

2
)) ≥ k.

Toisaalta lauseen 5.6 nojalla

N(fj0 , B
n(0,

1

2
)) ≤ L2n2−n,

josta seuraa ristiriita valitsemalla k > L2n2−n. Väite on täten todistettu.

Lause 5.16. Olkoon (fj) jono L-BLD -kuvauksia Bn → Rn, joille pätee fj(0) =
0 kaikilla j ∈ N. Tällöin on olemassa jonon (fj) osajono (gj) joka suppenee
tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti L-BLD -kuvausta f : Bn → Rn.

Todistus. Koska kuvaukset fj ovat L-Lipschitz -kuvauksia, niin perhe {fj | j ∈
N} on yhtäjatkuva. Täten Arzela-Ascolin lauseen perusteella on olemassa jonon
(fj) osajono (gj) joka suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti jatkuvaa
kuvausta f : Bn → Rn.

Koska lauseen 5.8 perusteella L-BLD -kuvaukset ovat aina L-LQ -kuvauksia,
niin lauseen 5.10 nojalla kuvaus f on L-LQ. Lisäksi lauseen 5.15 nojalla f on
diskreetti. Nyt lauseen 5.14 nojalla kuvaus f on L-BLD -kuvaus ja väite on
todistettu.
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5.2 Haarajoukon komplementin geometria

Tässä kappaleessa todistetaan, että BLD-kuvauksen haarajoukon komplementti
on kvasikonveksi alue, kun lähtö- ja maalimonisto ovat geometrisia monisto-
ja. Väite ja sen todistus on mukailtu versio artikkelin [MV88] tuloksista, joka
puolestaan nojaa osittain lähteeseen [Väi88].

Määritelmä 5.17. Olkoon c ≥ 1. Metrisen avaruuden X osajoukko A on c-
pullea, jos kaikilla x ∈ A ja r ∈ (0, diam(A)) on olemassa sellainen piste z ∈
B(x, r), että on voimassa B(z, rc ) ⊂ A.

Lause 5.18. Olkoot n ≥ 2 ja L ≥ 1. Tällöin on olemassa sellainen vakio
c := c(n, L), että jokaisella L-BLD -kuvauksella f : Bn → Rn joukko Bn \ Bf

on c-pullea.

Todistus. Tehdään vastaoletus, että jokaisella j ≥ 0 on olemassa sellainen L-
BLD -kuvaus fj : Bn → Rn, että joukko Bn \Bfj ei ole j-pullea. Tällöin joukko
Bfj on 2

j
-täysi joukossa Bn, eli pätee

B
n
(Bfj ,

2

j
) ∩Bn = Bn.

Täten jokaisella j löytyy sellainen piste aj ∈ Bn \ Bfj ja säde rj ∈ (0, 2), että
kaikille z ∈ B

n
(aj , rj) pätee d(z,Bfj ) ≤

2rj
j . Merkitään a′j = (1 − rj

2 )aj , jolloin
pätee

Bn(a′j ,
rj
2
) ⊂ Bn(0, rfj ) ∩B

n(aj , rj).

Nyt kuvausten

gj : B
n → Rn, gj(x) =

rj
2

(
fj(a

′
j +

2

rj
x)− f(a′j)

)

haarajoukoille pätee d(z,Bgj ) ≤ 4j−1 kaikilla j ja kaikilla z ∈ Bn. Lauseen
5.16 perusteella jonolla gj on osajono hj joka suppenee kohti L-BLD -kuvausta
h : Bn → Rn. Korollaarin 4.9 mukaan kuvausten hj haarajoukot suppenevat
pisteittäin kohti kuvauksen h haarajoukkoa. Lisäksi jokaisella z ∈ Bn pätee
d(z,Bh) ≤ 4j−1 kaikilla j. Näin ollen Bh on koko Bn, sillä haarajoukko Bh on
suljettu kuulassa Bn. Tämä on ristiriita, sillä haarajoukolla ei voi olla sisäpis-
teitä.

Määritelmä 5.19. Olkoon c ≥ 1. Metrisen avaruuden kuulat B(x1, r1) ja
B(x2, r2) muodostavat c-parin, mikäli pätee

(a) 1
2r1 ≤ r2 ≤ 2r1 ja

(b) d(x1, x2) ≤ 4cmax(r1, r2).

Seuraava tulos on artikkelista [Väi88, Lemma 2.14].

Lause 5.20. Olkoon A ⊂ X metrisen avaruuden c-pullea osajoukko ja olkoot a
ja b joukon A kaksi pistettä, joiden etäisyyttä merkitään d(a, b) = r > 0. Tällöin
on olemassa sellaiset joukon A jonot (aj) ja (bj), joille pätee
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(a) d(aj , a) ≤ 2−jr ja d(bj , b) ≤ 2−jr kaikilla j ≥ 0,

(b) Pari (B1, B
′
1) sekä parit (Bj , Bj+1) ja (B′

j , B
′
j+1) kaikilla j ∈ N ovat c-

pareja, missä

Bj := B(aj , 2
−j r

c
) ja B′

j := B(bj , 2
−j r

c
),

(c) Bj , B
′
j ⊂ A kaikilla j ∈ N.

Todistus. Muodostetaan jono (aj), jonon (bj) konstruktio on identtinen. Olkoon
j ∈ N. Koska joukko A on c-pullea, niin kuulasta B(a, 2−jr) löytyy piste aj , jolle
pätee B(aj , 2

−j r
c
) ⊂ A. Selvästi on voimassa d(aj , a) ≤ 2−jr ja d(bj , b) ≤ 2−jr

kaikilla j.
Näytetään seuraavaksi, että (B1, B

′
1) ja (Bj , Bj+1) ovat c-pareja. Koska jono-

jen (aj) ja (bj) jäsenet ovat symmetrisessä asemassa, niin samalla todistuksella
myös (B′

j , B
′
j+1) muodostaa c-parin jokaisella j ∈ N.

Huomataan, että on voimassa

d(a1, b1) ≤ d(a1, a) + d(a, b) + d(b, b1) ≤
r

2
+ r +

r

2
= 4

r

2
≤ 4cmax(

r

2c
,
r

2c
).

Koska kuulien B1 ja B′
1 säteiden suhde on tasan 1, pari (B1, B

′
1) on c-pari. Jonon

(aj) pisteille pätee, että

d(aj , aj+1) ≤ d(aj , a) + d(a, aj+1)

≤ 2−jr + 2−j−1r

= (2−jr)(1 +
1

2
)

≤ 4cmax(
r

2jc
,

r

2j+1c
)

ja kuulien säteiden suhde sisältyy väliin [ 12 , 2]. Täten myös pari (Bj , Bj+1) on
c-pari jokaisella j ∈ N. Lisäksi kuulajonojen määritelmän perusteella pätee Bj∪
B′

j ⊂ A.

Huomautus 5.21. Edellisen lauseen antamaa ominaisuutta käytetään artikkelis-
sa [HK95] niin sanotun ketjuehdon määrittelemiseen.

Seuraava lemma todistuksineen on muokattu versio artikkelista [Väi88, Theo-
rem 2.15.].

Lemma 5.22. Olkoon M metrinen avaruus ja D ⊂M c-pullea osajoukko. Jos
jokaisen c-parin

(B(x1, r1), B(x2, r2))

keskipisteet x1 ja x2 voidaan yhdistää K-kvasigeodeesilla, niin D on 2K-kvasi-
konveksi.

Todistus. Olkoot a, b ∈ D ja r := d(a, b) > 0. Olkoot (aj) ja (bj) lauseen 5.20
antamat jonot. Oletuksen perusteella kaikilla j ≥ 1 voidaan valita K-kvasigeo-
deesit

αj : [2
−j − 1, 2−j+1 − 1]→ D, βj : [2− 2−j+1, 2− 2−j ]→ D
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sekä γ : [0, 1]→ D, missä

αj : aj y aj+1, βj : bj y bj+1 ja γ : a1 y b1.

Määritellään

σj : [2
−j − 1, 2− 2−j]→ D

asettamalla

σj(t) =





←−α j(t), kun t ∈ [2−j − 1, 2−j+1 − 1]

γ(t), kun t ∈ [0, 1]

βj(t), kun t ∈ [2− 2−j+1, 2− 2−j].

Muodostetaan σ : [−1, 2]→ D asettamalla

σ(t) = lim
j→∞

σj(t).

Nyt saadaan epäyhtälöketju

ℓ(σ) =
∑

j≥1

ℓ(αj) + ℓ(γ) +
∑

j≥1

ℓ(βj)

≤
∑

j≥1

Kd(aj, aj+1) +Kd(a1, b1) +
∑

j≥1

Kd(bj , bj+1)

≤ K



∑

j≥1

2−jr + r +
∑

j≥1

2−jr




= 2Kr = 2Kd(a, b),

Joten alue D on 2K-kvasikonveksi.

Lause 5.23. On olemassa sellainen vakio K := K(n, L), että kaikilla L-BLD
-kuvauksilla f : Bn → Rn joukko Bn \ Bf on K-kvasikonveksi.

Todistus. Palautetaan aluksi mieleen, että koska joukko Bf on sisäpisteetön
ja suljettu eikä separoi lokaalisti lähtömonistoa lauseen 4.5 nojalla, on joukko
Bn \ Bf suoristuvasti yhtenäinen.

Tehdään vastaoletus, että jokaisella j ≥ 1 on olemassa L-BLD-kuvaus

fj : B
n → Rn

sekä pisteet aj , bj ∈ Bn \ Bfj , joita ei voi yhdistää haarajoukon ulkopuolella
polulla, jonka pituus olisi alle 2jd(aj , bj).

Tällöin jokaisella j ≥ 1 voidaan valita sellainen jono (xj1, . . . , x
j
i ) haarajoukon

komplementin pisteitä, että peräkkäisten pisteiden välinen etäisyys on enintään
puolet kummankaan pisteen etäisyydestä reunaan ja

i−1∑

k=1

d(xjk, x
j
k+1) < 2d(aj , bj).
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Tutkimalla tällaisten jonojen peräkkäisiä pisteitä voidaan olettaa, että on voi-
massa inkluusio

Bn(aj , 2d(aj , bj)) ⊂ B
n

kaikilla j ≥ 1. Lisäksi lemman 5.22 perusteella riittää tutkia haarajoukon Bfj

komplementtiin sisältyvien c-parien keskipisteitä, sillä lauseen 5.18 perusteella
haarajoukon komplementti on aina c := c(L, n)-pullea. Täten voidaan olettaa,
että pätee

Bj ∩ Bfj = ∅, missä Bj := Bn(aj ,
2

c
d(aj , bj)).

Olkoon nyt Tj : Rn → Rn suunnistuksen säilyttävä affiini isometria, joka vie
pisteen aj origoon ja pisteen bj pisteelle e1

2 sekä Sj : R
n → Rn affiini kuvaus

Sj(x) = 2d(aj , bj)(x− f(aj))

Määritellään kuvaukset

hj : B
n → Rn, hj = Sj ◦ f |Bj

◦ (Tj|Bj
)−1.

Kuvaukset hj ovat edelleen L-BLD-kuvauksia, kuvaavat origon origolle, ja pis-
teitä 0 ja e1

2 ei voi yhdistää haarajoukon ulkopuolella polulla, jonka pituus olisi
alle j.

Nyt lauseen 5.16 perusteella jonolla (hj) on osajono (gj) joka suppenee ta-
saisesti kompakteissa joukoissa kohti L-BLD -kuvausta g : Bn → Rn. Koska
kumpikaan pisteistä 0 tai e1

2 ei kuulu joukkoon Bn(Bgj ,
1
2c ) millään j ≥ 1, niin

ne eivät kuulu myöskään kuvauksen g haarajoukkoon lauseen 3.30 perusteella.
Joukko Bn \Bg on suoristuvasti yhtenäinen, joten on olemassa suoristuva polku
α : [0, 1]→ Bn \ Bg, α : 0y e1

2 .
Seuraavaksi näytetään, että on olemassa sellainen indeksi j0, että kaikilla

j ≥ j0 pätee |α| ∩Bgj = ∅. Jos mielivaltaisen suurilla j pätisi |α| ∩Bgj 6= ∅, niin
korollaarin 4.9 nojalla x0 ∈ |α| ∩ Bg, mikä on mahdotonta. Löytyy siis haluttu
j0.

Näin ollen suoristuva polku α yhdistää pisteet 0 ja e1
2 haarajoukon Bgj

ulkopuolella kaikilla j ≥ j0. Tämä on ristiriita ja väite on todistettu.

Lause 5.24. Olkoot M ja N n-ulotteisia geometrisia monistoja ja L ≥ 1.
Tällöin on olemassa sellainen vakio K ≥ 1, että jokaisen L-BLD-kuvauksen
f :M→N haarajoukon komplementti on K-kvasikonveksi.

Todistus. Olkoot a, b ∈ M\Bf ja γ : a gy b. Olkoot C′ ja R′ sellaiset vakiot, että
monistolla N on (C′, R′)-rajoitettu geometria. Valitaan sellainen luku C, että
moniston M geometria on (C,R)-rajoitettu jollain R < R′

L . Tällöin moniston
M jokainen (C,R)-kartta kuvautuu moniston N jonkin (C′, R′)-kartan sisään
kuvauksessa f .

Valitaan nyt välin [0, 1] sellainen jako

0 = a0 < a1 < · · · < ak = 1,

että epäyhtälö d(γ(aj), γ(aj+1)) <
R
2 on voimassa kaikilla j = 0, . . . , k − 1.

Tällöin erityisesti kuula

BM(γ(aj), 2d(γ(aj), γ(aj+1)))
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sisältyy aina johonkin (C,R)-karttaan kaikilla j = 0, . . . , k− 1. Olkoon δ > 0 ja
ε ∈ (0, (2k)−1(1 + δ)). Valitaan jokaisella j = 0, . . . , k pisteet

xj ∈ BM(γ(aj), ε) \ Bf .

Voidaan olettaa, että ε on niin pieni, että jokaisella j = 0, . . . , k − 2 pisteet xj
ja xj+1 sisältyvät samaan (C,R)-karttaan.

Konjugoimalla sekä skaalaamalla kuvaus f lokaalisti (C,R)- ja (C′, R′)-
karttoihin liittyvillä C- ja C′-bilipschitz-karttakuvauksilla φC ja φC′ saadaan
(CC′L)-BLD-kuvaus

f̃ : Bn → Bn(0, C′LR), f̃(x) = φC′ ◦ f ◦ φ−1
C (

C

R
x).

Lauseen 5.23 perusteella Bn \Bf̃ on melkein K(C′CL, n)-kvasikonveksi. Olkoon
j ∈ {0, . . . , k − 1}. Tällöin voidaan pisteet φC(xj) ja φC(xj+1) yhdistää polulla
γj : [0, 1]→ Bn \ B

f̃
, jonka pituus on enintään

(K(CC′L, n) + δ)d(φC(xj), φC(xj+1)).

Polku γj kulkee erityisesti joukon B
f̃

komplementissa, joten se voidaan siirtää
kuvauksen φ−1

C avulla poluksi βj : xj y xj+1, jolle pätee |βj |∩Bf = ∅ ja saadaan

ℓ(βj) ≤ Cℓ(γj)

≤ C(K(CC′L, n) + δ)d(φC(xj), φC(xj+1))

≤ C2(K(CC′L, n) + δ)d(xj , xxj+1
).

Luvun ε valinnan nojalla on voimassa

k−1∑

j=0

d(xj , xj+1) ≤ 2(1 + ε)kd(a, b) ≤ (1 + δ)d(a, b),

joten polkujen βj ketjulle β = β1 ∗ · · · ∗ βk pätee

ℓ(β) =
k−1∑

j=0

ℓ(βj) = (C2(K(CC′L, n) + δ))
k−1∑

j=0

d(xj , xj+1)

≤ C2(K(CC′L, n) + δ)(1 + δ)d(a, b).

Täten haarajoukon komplementti on melkein C2K(CC′L, n)-kvasikonveksi.

Huomautus 5.25. Mikäli monistot ovat myös infinitesimaalisesti bilipschitz-euk-
lidisia, niin lauseessa 5.24 luvut C ja C′ voidaan valita mielivaltaisen lähel-
le lukua 1, jolloin saadaan tulos, jonka mukaan haarajoukon komplementti on
melkein K∗(L, n)-kvasikonveksiksi, missä

K∗(L, n) := inf
L′>L

K(L′, n),

ja K(L, n) on L-BLD -kuvausten f : Bn → Rn haarajoukkojen komplementtien
optimaalinen kvasikonveksisuusvakio.

Konjekturoimme, että K∗(L, n) = K(L, n) kaikilla L ≥ 2 ja n ≥ 2. Konjek-
turoimme lisäksi, että itse asiassa pätee K(L, n) = 1 kaikilla L ≥ 2 ja n ≥ 2.
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