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1 Johdanto

Olkoot X ja Y kaksi metristd avaruutta ja F jokin kokoelma kuvauksia avaruuk-
sien X ja Y vililla. Kokoelmaa F kutsutaan normaaliperheeksi, mikéili jokaiselle
kokoelman F jonolle (f;) 16ytyy osajono, joka suppenee tasaisesti kompakteissa
joukoissa kohti jotakin kuvausta f: X — Y.

Olkoot M ja N kaksi Riemannin monistoa seki K > 1. Kuvausta

fiM—=N

kutsutaan (K -)kvasisddnnolliseksi kuvaukseksi, mikili kuvaus f kuuluu Sobo-
lev-luokkaan W, (M, N) ja toteuttaa melkein kaikilla 2 € M epéyhtilon

(1) IDf(@)[I" < KJg(x),

missd || D f(x)|| on tangenttikuvauksen D f(x): T, M — TN operaattorinor-
mi ja Jy(z) kuvauksen f Jacobin determinantti pisteesd z. Tunnetun Reshet-
nyakin lauseen [Ric93, Theorem 1.4.1] nojalla kvasisdédnnollinen kuvaus on jo-
ko diskreetti ja avoin kuvaus tai vakiokuvaus. Jatkuvaa, avointa ja diskreettia
kuvausta kutsutaan haarautuvaksi peitekuvaukseksi. Reshetnyakin lause nojaa
A-harmonisten funktioiden teoriaan, jonka johdosta todistusta ei voi suoraan
siirtdd yleisempiin tilanteisiin, joissa méarittely- tai maalijoukkona ei ole Rie-
mannin monisto. Lauseen [Ric93, Theorem VI.8.6.] nojalla kahden suljetun Rie-
mannin moniston véliset K-kvasisdannélliset kuvaukset muodostavat normaali-
perheen, jonka rajakuvaukset ovat edelleen K-kvasisdannollisia.

Artikkelissa [MV88] médritelldén kvasisdannollisten kuvausten erikoistapauk-
sena seuraava BLD-kuvausten luokka.

Maéiritelmé. Olkoot M ja N’ Riemannin monistoja. Kvasisdannollinen kuvaus
f: M — N on BLD-kuvaus, mikili on olemassa sellainen L > 1, ettd melkein
kaikilla z € M pétee

(2) L™ <UD f(x)) < |Df(2)ll < L,
jossa £(Df(x)) = minj, =y [Df(x)v].

Koska kyseessa on kvasisddnnéllisten kuvauksien osakokoelma ja BLD-ku-
vaus ei voi olla vakio, ovat BLD-kuvaukset avoimia ja diskreettejd. Lisdksi
BLD-kuvausten joukolle voidaan todistaa samanhenkisid kompaktisuustulok-
sia kuin kvasisdannollisten kuvausten joukolle, katso esimerkiksi [MV88, Theo-
rem 4.7.]. Artikkelissa [MV88] todistetaan edelleen, etté ylld oleva analyyttinen
madritelma on Riemannin monistojen tapauksessa kvantitatiivisesti yhtépitava
seuraavan metrisen madritelmén kanssa, jota tyossd jatkossa kiytetddn BLD-
kuvausten méaritelmana.

Maaritelma. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia sekd L > 1. Jatkuva, avoin ja
diskreetti kuvaus f: X — Y on L-BLD-kuvaus, mikali kaikille jatkuville poluille
a: [0,1] — M pétee epiyhtéloketju

(3) L7Y(a) < €(f 0 a) < Li(a).

Tunnetut todistukset maaritelmien yhtapitdvyydelle nojaavat kuitenkin Res-
hetnyakin lauseeseen, joten niitd ei voi suoraan siirtdd yleisempiin tilanteisiin,

katso esimerkiksi [MV88, Theorem 2.16.(3)].



Témén tyon paidtuloksena on todistaa seuraava BLD-kuvausten kompak-
tiusominaisuus topologis-metrisilla tekniikoilla. Seuraava lause vastaa tyon lau-
setta 5.16, katso myo6s [MV88, Theorem 4.7.]. Seuraavassa merkitsemme Eukli-
disen avaruuden R" yksikkékuulaa B™.

Lause A. Kokoelma
F={f:B"—=R"| f(0)=0,f on L-BLD }
on normaaliperhe.

Kuvauksen haarajoukoksi kutsutaan sita ldhtojoukon osajoukkoa, jossa ku-
vaus ei ole lokaali homeomorfismi. Tyon paidtuloksen avulla saadaan BLD-ku-
vauksen haarajoukon komplementille geometrisista sadnnollisyytta. Avointa ja
yhteniistd metrisen avaruuden osajoukkoa U kutsutaan kvasikonveksiksi alueek-
st, mikéli on olemassa sellainen vakio K > 1, ettd mitkd tahansa kaksi pistetta
x,y € U kohti 16ytyy sellainen polku 3: [0,1] — U, jolle patee

5(0) =7, 5(1) =y Jja 6(6) < Kd(ac,y)

Seuraava lause vastaa tyon lausetta 5.24 ja luonteeltaan samankaltainen lauseen
[MV88, Theorem 4.25.] kanssa.

Lause B. Olkoot M ja N Riemannin monistoja, joiden Ricci-kaarevuus on
rajoitettu, sekd f: M — N BLD-kuvaus. Télloin kuvauksen f haarajoukon
komplementti on kvasikonveksi alue.

Ty06ssd hyodynnetdin kompaktisti kannettua Alexander-Spanier-kohomolo-
giaa ja maaritellddn tdméan avulla haarautuvan peitekuvauksen lokaali topolo-
ginen aste, joka on tyoOssa erittdin térkeéd tyokalu. Kohomologisten tekniikoiden
seké asteteorian avulla todistetaan térkeitd haarautuvien peitekuvausten topo-
logisia ominaisuuksia, kuten Cernavskiin ja Viisélin lause ([V4i66]), joka antaa
tietoa haarautuvan peitekuvauksen haarajoukon topologisesta dimensiosta.

Topologisen asteteorian avulla haarautuvien peitekuvauksien geometrialle
saadaan kvalitiivisia rajoja. Yhdistamalla tdhan BLD-kuvauksille kiytossa ole-
via Lipschitz-analyyttisia tekniikoita, erityisesti Rademacherin lause sekd pinta-
alakaava, saadaan néistd rajoista kvantitatiivisia. Néiden tekniikoiden lisédk-
si tdrkednd apukeinona kdytetdédn niin kutsuttujen LQ-kuvausten kompakti-
suusominaisuuksia. LQ-kuvausten teoriaa ei ole kiytetty suoraan kirjallisuu-
dessa BLD-kuvausten tutkimiseen, mutta lahteessd [MV88| kiytetddn erddssi
mielessé duaalista kiisitettd, katso erityisesti [MV88, Lemma 2.12].

2 Perusmaaritelmat ja -kasitteet

Tyo6ssa kasitelldan 1ahinna geometrisia monistoja, niiden vélisia BLD-kuvauksia
sekd nédiden geometrisia ominaisuuksia. Késitteet esitellddn tasséd kappaleessa
tiiviisti. Ellei toisin mainita, oletetaan kaikki tyossé esiintyvat kuvaukset jatku-
viksi.

Maéritelma 2.1. Kahden topologisen avaruuden vilinen kuvaus f: X — Y
on



(i) ankara, mikili jokaisen kompaktin joukon K C Y alkukuva f~'K on kom-
pakti.

(ii) avoin, mikili jokaisen avoimen joukon U C X kuva fU on avoin.

(iii) diskreetti, mikili jokaisen yksion {y} C Y alkukuva f~'{y} on diskreetti
joukko.

Metrisen avaruuden X avointa kuulaa merkitddn Bx(x,r) tai lyhyemmin
B(z,r), mikili taustalla olevasta metrisestd avaruudesta X ei ole epéselvyytta.
Metrisen avaruuden X osajoukon A pullistumaa merkitdan

x(A4,r) = ] Bx(a,7).

z€A

Euklidisen avaruuden R" kuulaa merkitaddn B™(z,r) ja yksikkékuulaa B™(0, 1)
merkitadn B™. Topologisen avaruuden osajoukkoa kutsutaan alueeksi, mikali se
on avoin sekd yhtendinen.

2.1 Metriset avaruudet ja polkumetriikka

Tyossé tarkastellaan metrisia avaruuksia, joiden metriikka saadaan polkujen pi-
tuuksia tutkimalla. Mé&aritellddn nyt polun pituus sekd niin kutsuttujen pol-
kumetristen avaruuksien peruskésitteet. Esitys seuraa oleellisesti kirjan [Gro99]
kappaletta 1.

Maiéritelméa 2.2. Olkoon (X,d) metrinen avaruus. Polku on miké tahansa
jatkuva kuvaus v: [a,b] — X. Mikili z,y € X seki pitee v(a) = z ja y(b) =y,
niin merkitdén v: z ~ y.

Polun v pituus £(y) € [0, 00] on luku

k—1
sup Zd(V(aj),V(ajH)) a=ap<--<ap,=bkeN
=0

Polku v on suoristuva, mikili polun v pituus £(7) on &érellinen. Polkuay: = ~ v,
jolle pétee £(v) < Kd(z,y) jollain K > 1 kutsutaan (K - )kvasigeodeesiksi. Mikali
polku v: z ~ y on 1-kvasigeodeesi, kutsutaan sitd geodeesiksi ja merkitdan

VT Y.

Ellei toisin mainita, jatkossa jokaisen polun méarittelyviliksi oletetaan yk-
sikkovali [0, 1]. Huomaa, ettd méirittelyvélin uudelleenparametrisointi [0, 1] —
[a, b] ei vaikuta polun pituuteen.

Metrinen avaruus X on suoristuvasti yhtendinen, mikali mitka tahansa kaksi
pistettd voidaan yhdistda suoristuvalla polulla eli jokaista pisteparia z,y € X
kohti 16ytyy sellainen polku v: z ~ y, ettd £() < co. Esimerkiksi kaikki eukli-
disen avaruuden R" alueet ja yleisemmin kaikki yhtenéiset Riemannin monistot
ovat suoristuvasti yhtenéisid. Suoristuvasti yhtenéiseen metriseen avaruuteen X
madritelladn polkumetriikka d, asettamalla

de(z,y) = inf{l(y) | v: e ~y} kaikilla z,y € X.

On suoraviivaista tarkistaa, ettd dy on metriikka.



Jos suoristuvasti yhtenédisen metrisen avaruuden polkumetriikka on avaruu-
den alkuperidinen metriikka, avaruutta kutsutaan polkumetriseksi avaruudeksi.
Jos jokaista pisteparia z,y € X kohti on olemassa geodeesi v: gy, avaruutta
X sanotaan geodeettiseksi avaruudeksi. Olkoon A C M polkumetrisen moniston
M osajoukko. Jos on olemassa sellainen vakio K > 1, ettd jokainen pistepa-
ri x,y € A voidaan yhdistda polulla ~: [0,1] — A, jonka pituus on enintééin
Kd(z,y), niin joukkoa A sanotaan K-kvasikonveksiksi. Joukko A on melkein
K -kvasikonveksi, jos se on (K + ¢)-kvasikonveksi kaikilla ¢ > 0. Huomaa, etti
metrinen avaruus on geodeettinen (vast. polkumetrinen) avaruus, jos ja vain jos
se on (vast. melkein) 1-kvasikonveksi avaruus.

Seuraava lause tunnetaan nimelld Hopfin-Rinowin lause. Todistus 16ytyy ldh-
teesti [Gro99, Hopf-Rinow Theorem, s. 9].

Lause 2.3 (Hopf-Rinowin lause). Olkoon (X,d) tdydellinen suoristuvasti yhte-
ndinen metrinen avaruus. Tallin polkumetrinen avaruus (X, de) on geodeetti-
nen avaruus ja kaikki sen suljetut kuulat ovat kompakteja.

Maaritelma 2.4. Polkumetristd avaruutta, joka on lisdksi monisto sanotaan
metriseksi monistoksi.

Maaritelma 2.5. Metriselld monistolla M on rajoitettu geometria, mikali on
olemassa sellaiset positiiviset vakiot R ja L, ettd kaikilla pisteilld x € M on
olemassa L-bilipschitz -kuvaus

g: BM(xaR) — Bn(O7R)a

joka kuvaa pisteen z origoon. Haluttaessa korostaa vakioita sanotaan, ettd geo-
metria on (L, R)-rajoitettu. Kyseisid kuulaympériston ja kuvauksen muodosta-
mia pareja (Ba(z, R), g) kutsutaan (L, R)-kartoiksi.

Geometria on infinitesimaalisesti bilipschitz-euklidinen, mikéli jokaista lukua
L > 1 kohti on olemassa luku R(L) siten, ettd geometria on (L, R(L))-rajoitettu.

Huomaa, ettd rajoitetun geometrian monistot ovat taydelllisia. Toisaalta kai-
killa taydellisilld Riemannin monistoilla, joiden Ricci-kaarevuus on ylhaalta ra-
joitettu, on infinitesimaalisesti rajoitettu geometria, katso esimerkiksi [LF73,
2.2.].

Maéaritelma 2.6. Geometrinen monisto on polkumetrinen monisto, jolla on
rajoitettu geometria.

2.2 Tarkeimpia kuvaustyyppeja

Seuraavaksi kidydaan 1api tarkeimpia tyossa kdytettyjd kuvaustyyppeja seka joi-
tain niiden perusominaisuuksia.

2.2.1 Haarautuvat peitekuvaukset

Masritelma 2.7. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Kuvaus f: X — Y
on haarautuva peitekuvaus, mikaili se on jatkuva, avoin ja diskreetti.

Mikali pisteelld x € X on olemassa sellainen ymparisté U, ettd rajoittuma
f|u on injektio, niin kuvauksen f sanotaan olevan lokaali injektio pisteessé x.



Lause 2.8. Olkoot M ja N n-ulotteisia monistoja. Jatkuva avoin kuvaus f: M —
N on lokaali homeomorfismi pisteessi x € M, jos ja vain jos f on pisteessi
lokaali injektio.

Todistus. Homeomorfismi on aina injektio, joten mikéli kuvaus f on pisteessa
x € M lokaali homeomorfismi, on se my06s lokaali injektio pisteessa x.
Oletetaan ettd pisteelld x € M on sellainen ymparistdé U, ettd rajoittuma
flu: U — fU on injektio. Koska kuvaus f oletettiin avoimeksi, on rajoittuma
my6s avoin kuvaus. Rajoittuma f|y: U — fU on téten jatkuvana avoimena
bijektiona homeomorfismi ja véite on todistettu. [l

Maiéritelmé 2.9. Kuvauksen f: M — N haarajoukko By C M on niiden
ldhtomoniston pisteiden joukko, joissa kuvaus f ei ole lokaali homeomorfismi.

Suoraan midritelmésta seuraa, ettd haarajoukko on aina suljettu. MyShem-
min kappaleessa 4.1 niytetadn, ettd kahden n-ulotteisen moniston vilisen haa-
rautuvan peitekuvauksen haarajoukko on sisépisteeton eikd separoi lokaalisti
laéhtomonistoa.

2.2.2 Lipschitz tekija -kuvaukset

Maéritelmi 2.10. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia. Kuvaus f: X — Y on
(L-) Lipschitz tekija -kuvaus, mikéli on olemassa sellainen vakio L > 1, ettd
kaikilla z € X ja r € R4 pétee

(4) By (f(z),L™'r) C fBx(z,7) C By (f(x), Lr).

Jatkossa (L-) Lipschitz tekijd -kuvauksia kutsutaan lyhyesti (L-) LQ -ku-
vauksiksi. Lyhenne “LQ” tulee sanoista Lipschitz Quotient. LQ-kuvausten maa-
ritelmé seké niiden perusominaisuudet 16ytyvit esimerkiksi ldhteestd [BJL199.
Jatkossa kiytetdan myos seuraavaa relatiivista méaritelméaa.

Maéritelmi 2.11. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja A C X avoin joukko.
Kuvaus f: A — Y on (L-)LQ-kuvaus joukon A suhteen, mikili kaikilla x € A
pitee

By (f(z),L™'r) C fBx(x,7) C By (f(z),Lr)
kaikilla € Ry, joilla on voimassa Bx(z,r) C A C X.

Jonkin joukon suhteen méériteltyd LQ-kuvausta kutsutaan jatkossa myos
relatiiviseksi LQ-kuvaukseksi. Huomaa, etté relatiivisen LQ-kuvauksen méaari-
telméssé tarkastellaan ainoastaan kuulia, jotka sisidltyvin annettuun joukkoon.
Suoraan mééritelmén perusteella (relatiiviset) LQ-kuvaukset ovat aina avoimia.
Kirjataan tdma tulos lemmaksi mychempéd kdyttoa varten.

Lemma 2.12. Olkoot X metrinen avaruus ja A C X avoin joukko. Tdlloin
LQ-kuvaus f: A —'Y joukon A suhteen on avoin kuvaus.
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2.2.3 Rajoitetun pituusviiristymin kuvaukset

Maisritelmé 2.13. Olkoot M ja N polkumetrisii monistoja. Jatkuva, avoin
ja diskreetti kuvaus f: M — N on (L-)rajoitetun pituusvddristymdn kuvaus,
mikili on olemassa sellainen vakio L > 1, ettd kaikilla poluilla «: [0,1] — M
pitee

(5) L_lf(a) <{U(foa) < Liwa).

Jatkossa rajoitetun pituusvéaristymén kuvauksia kutsutaan BLD-kuvauk-
siksi. Lyhenne BLD tulee sanoista Bounded Length Distortion. BLD-kuvausten
médritelmi ja perusominaisuudet 16ytyvit esimerkiksi 1&hteestd [MV88].

Huomaa, ettd polkujen pituusepdyhtils (5) vaaditaan kaikilta poluilta eikd
pelkéstdan suoristuvilta poluilta. Téassé tyossa kdytettdva méaritelméa on sama
kuin mééritelmé 0.1. artikkelissa [HRO02]. Tilanteessa, jossa kuvaus on muotoa
G — R", missd G on euklidisen avaruuden R™ alue, on mé&aritelma yhtapita-
vd, myos artikkelissa [MV88| kiytetyn analyyttisen mééritelmén kanssa kuten
kyseisessé artikkelissa todistetaan ([MV88, Theorem 2.16.(3)]).

Mikéli polkujen pituusepayhtélo (5) vaadittaisiin vain suoristuvilta poluilta,
saataisiin aikaan eri luokka kuvauksia, silld esimerkiksi identtinen kuvaus Hei-
senbergin ryhmalta kolmiulotteiselle euklidiselle avaruudelle ei ole BLD-kuvaus,
mutta se toteuttaa epdyhtdlon (5) kaikilla suoristuvilla poluilla, kuten seuraava
esimerkki osoittaa.

Esimerkki 2.14. Miiritelldsin Heisenbergin ryhmi H? asettamalla kolmiulot-
teiseen euklidiseen avaruuteen R® normi

Iz, y,)|lm = V(22 +y2)2 +12  kaikilla (z,y,t) € R>.
Identtinen kuvaus id: H? — R3 ei ole BLD-kuvaus, sillé esimerkiksi polulle

a: [0,1] = H?,  «t) = (0,0,1),

patee
k-1
lys(a) = sup d(v(aj),v(ajﬂ))‘ a=a9<---<ap=>bkeN
§=0
k—1
= sup |aj—aj+1|‘a:ao<---<ak:b,k€N
§=0

= 00,

mutta fgs(id o) = 1.

Toisaalta suora lasku osoittaa, ettd || (z,y, t)|| < |[(x,y,t)||ms kaikilla (z,y,t) €
R3, joten identtinen kuvaus id: H?® — R3 on lokaalisti 1-Lipschitz. Niin ollen
kaikille poluille : [0,1] — H? piitee fgs(id o) < fps (). Lisiiksi huomataan,
ettd yhtilon [CDPTO7, (2.19), p.20] nojalla suoristuvalle polulle : [0, 1] — H3
patee

Oz (o) = Lgz(pry oy, pry o).
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Liséksi huomion [CDPT07, Remark 2.3.] nojalla polulle a pétee, etti
las(0) — as(1)| < 2€ge(pry oa, pry o).

Tésté seuraa, ettd kuvaus id: H® — R? toteuttaa BLD-kuvausten polkuihin
liittyvan epayhtalon kaikilla suoristuvilla poluilla.

3 Kohomologia, suunnistus ja indeksit

Geometrisille monistoille ei méaritelman nojalla oleteta mink&anlaista siledd ra-
kennetta, joten analyyttiset tyckalut rajoittuvat téssé tyossé lahinné Lipschitz-
analyyttisiin menetelmiin, eiké esimerkiksi johdannossa mainittua A-harmonis-
ten kuvausten teoriaa voida kiyttdd. Tamaén rajoitteen takia tyOssd nojataan
voimakkaasti geometristen monistojen sekd niiden vélisten kuvausten topolo-
gisiin ominaisuuksiin. Téassé kappaleessa tarkastellaan muutamia monistoihin
ja jatkuviin kuvauksiin liittyvid topologisia tytkaluja (topologinen suunnistus,
kuvauksen aste). Tyokaluna kiytetddn kompaktisti kannettua kohomologiaa.
Geometrisen indeksin méarittelyssid voidaan kdyttdd useampaa eri kohomo-
logiateoriaa, esimerkiksi modernissa kirjallisuudessa usein kiytettyd singulaa-
rista kohomologiateoriaa. Téassa tyossa tarvitaan hieman pidemmélle menevia
kohomologisia tuloksia, jonka vuoksi tulokset todistetaan Alexander-Spanier-
kohomologian avulla. Tyon kannalta oleellinen ero singulaariseen kohomologi-
aan on siind, ettd Alexander-Spanier -kohomologia suhtautuu monistojen sul-
jettujen osajoukkojen kohomologiaan paremmin kuin singulaarinen vastineen-
sa. Erityisesti ero ndhdaén lauseessa 3.10, jonka mukaan Alexander-Spanier -
kohomologiassa saadaan moniston M, sen avoimen osajoukon U sekd joukon U
komplementin A inkluusioiden indusoimana aikaan pitké eksakti jono

e Hénfl (U) . H(;:Dfl (M) [N H(Ljnfl (A) )

éHf(U)%Hg(M)%Hg(A)H..._

Singulaarisen kohomologian tilanteessa vastaavat indusoidut kuvaukset saadaan
méiriteltyd, mutta kohomologiaryhmiit H* (4) korvautuvat niin kutsutuista
suorista rajoista saatavilla ryhmilla th k(U;), missd joukot U; muodostavat
joukon A ympéristokannan. Tamé suoran rajan antama ryhmaé voi olla eri kuin
alkuperiiinen ryhmi H* (A). Katso esimerkiksi [Mas91, Example 6.1, p. 219].

3.1 Aleksander-Spanier -kohomologia

Kompaktisti kannatetun Aleksander-Spanier -kohomologian voi méaéritelld min-
ki tahansa vaihdannaisen ryhmén suhteen, mutta téssa tyossd rajoitutaan ko-
konaislukujen ryhméaén. Téssa kappaleessa méaritellaan kompaktisti kannatettu
Alexander-Spanier -kohomologia seki todistetaan joitakin sen perusominaisuuk-
sia. Kappaleen sisélto seuraa padosin kirjaa [Mas78§].

Masritelma 3.1. Olkoon X epatyhja lokaalisti kompakti topologinen avaruus.
Maaéritelldan kaikilla p = 0,1,... joukko

PP(X) = {¢: XP*! — Z | £Im(¢) < oo},
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sekdl kuvaus 67: ®P(X) — ®PTL(X) asettamalla

P
6p¢($0, N ,.Z‘p) = Z(—l)J¢($Q, ey Lj—1, L4150 - ,,CCp).
j=0

J

Kun p < 0, asetetaan ®P(X) = {0} sekid méidritelldin 67: ®P(X) — ®PHL(X)
kaavalla ¢ — 0.

Joukon ®P(X) alkioita kutsutaan avaruuden X p-funktioiksi ja ne muodosta-
vat luonnollisella tavalla vaihdannaisen ryhmén. Huomionarvoista on, ettei niil-
td vaadita mitddn jatkuvuusomiaisuuksia, ainoastaan kuvajoukon &irellisyys.
Suora lasku osoittaa, ettd JPT1 o 57 on nollakuvaus.

Annetun p-funktion ¢ € ®P(X) kantaja spt(¢) koostuu niistd pisteistd = €
X, joiden jokaisella ympéaristolla U pétee, etti rajoittuma ¢|y»+1 ei ole nollaku-
vaus. Huomaa, ettd p-funktion ¢: XP*! — Z kantaja on médritelty avaruudes-
sa X eikd funktion ¢ miirittelyjoukossa XP*!. (Pois lukien tapauksessa p = 0,
jolloin kyseessé on ’tavallinen’ kantaja.)

Lemma 3.2. Kaikille p-funktioille ¢,& € ®P(X) ovat voimassa seuraavat omi-
naisuudet:

(a) spt(6¥¢) C spt(9),
(b) spt(¢ + &) C spt(¢) Uspt(§), ja
(c) joukko spt(d) on suljettu.

Todistus. Olkoon = € spt(dP¢) ja olkoon U pisteen x mielivaltainen ympéristo.
Koska rajoittuma (6P¢)|y»+2 ei kantajan mééritelmén nojalla ole nollakuvaus,
on olemassa sellainen piste (yo, ..., Yp+1) € UPT2, ettd (670)(yo, ..., Yp+1) # 0.
Koska

P
(5p¢>(y07 e 7yp+1) = Z ¢(y07 e Y1, Y1, yp+1> 7é 07
§=0
niin jollakin j € {0,...,p+ 1} on vilttamé&tta voimassa

Ao, -, Yj—1,Yj+1, -+ Ypy1) # 0.

Edelleen pétee (Yo, ..., Yj—1,Yj+1s-- -, Yp+1) € UPTL, joten rajoittuma ¢|yr+1 ei
ole nollakuvaus. Koska ympéristé U oli mielivaltainen, pétee x € spt(¢) ja viite
(a) on todistettu.

Olkoot ¢, € PP(X) ja U avoin joukko. Viite (b) seuraa siitd, ettd jos
rajoittuma (¢+&)|yr+1 on epétriviaali, niin jommankumman rajoittumista ¢|ye
tai £|yr on valttdmatta oltava epétriviaali.

Olkoon ¢ € ®7(X) ja = € Cspt(¢). Télldin on olemassa pisteen x sellainen
ympéristd U, ettd rajoittuma ¢|yp+1 on nollakuvaus. Erityisesti kaikilla pisteilld
y € U pétee, ettd rajoittuma ¢|yp+1 on nollakuvaus. Téten on voimassa U C
Cspt(¢), joten joukko spt(¢) on suljettu avoimen joukon komplementtina. Tam&
todistaa viitteen (c). O
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Kantajan avulla voidaan méaaritella lokaalisti triviaalien p-funktioiden jouk-

ko
BE(X) = {6 € D7(X) | spt(0) = 0},
sekd kompaktisti kannettujen p-funktioiden joukko
PY(X) = {¢ € PP(X) | spt(¢) kompakti }.

Maaritelma 3.3. Olkoon X lokaalisti kompakti topologinen avaruus. Kaikilla
p=0,1,... madritellddn avaruuden X p-koketjujen joukko

CP(X) = OP(X)/5(X)
sekd avaruuden X kompaktisti kannatettujen p-koketjujen joukko
CP(X) = 02(X)/P5(X).

Huomautus 3.4. Huomaa, etté (kompaktisti kannatettujen) p-koketjujen maé-
ritelméan johdosta kyseiset koketjut tarvitsee maaritelld vain lokaalisti. Tarkem-
min ilmaistuna, mikéli # on avaruuden X avoin peite ja ¢ € ®P(X) on p-funktio
jolle pétee, ettd ¢(zo,...,xp) = 0 aina kun on olemassa sellainen U € U, ettd
Zg,...,2p € U, niin tilloin ¢ € ®F(X). Erityisesti p-koketjun méérittelemiseksi
riittdd maéaritelld p-funktio jonkin avaruuden X avoimen peitteen U alkioiden
U karteesisissa tuloissa UP*+!,

Kirjataan tdmén huomion seuraus lemmaksi myohempéad kayttoa varten.

Lemma 3.5. Olkoon ¢ € ®P(X). Mikdli {Ur,...,Ux} on kokoelma erillisid
avoimia avaruvuden X osajoukkoja, joille pitee spt(¢p) C Ule U;, niin talloin

[Qﬂ = [Z XUf“ (15]

joukossa CP(X).
Todistus. Merkitéaan

k
b= Xy o
=1

Olkoon ensin x € Cspt(¢). Télldin on olemassa sellainen ympéristé V 3 z,
ettd rajoittuma ¢|y»+1 on nollakuvaus. Nyt pétee

k
(6 = P)lvrer = Blysrs — D Xyper  Blyser =0,

i=1

joten x € Cspt(¢ — ).
Olkoon seuraavaksi « € spt(¢). Télloin jollain jo € {1,...,k} pétee z € Uj,.
Nyt pétee

k
(¢ - 1/1)|Up+1 = ¢|Up+1 — E XU_p+1ﬁUp+1 . ¢|U7_J+1 = ¢|U7_J+1 — ¢|U7_J+1 = 0,
Jo Jo = g Jo Jo Jo Jo

joten x € Cspt(¢ — 7).
Téten spt(¢ — 1) = 0 ja véite on todistettu. O
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Lemman 3.2 nojalla kaikilla p € Z pétee
SP(BE(X)) C BETH(X)  seki  0P(PP(X)) C @PFL(X).
Titen kuvaus 67: ®P(X) — ®PTL(X) indusoi hyvinmaéiritellyt kuvaukset
dP: CP(X) — CPTH(X) seki dP: CP(X) — CPHH(X),

joille piitee dPtlodP = 0 ja dbtlodl = 0. Edelleen voidaan méiritelld avaruuden
X (kompaktisti kannatetut) kohomologiaryhmit.

Maaritelma 3.6. Olkoon X lokaalisti kompakti topologinen avaruus. Kaikilla
p € Z madritellddn avaruuden X asteen p Aleksander-Spanier -kohomologiaryh-
ma

HP(X) = Ker(dP)/ Im(dP~1)

sekd avaruuden X kompaktisti kannatettu asteen p Aleksander-Spanier -koho-
mologiaryhmd
(&

HP(X) = Ker(d?)/Im(d2™1).

Jatkossa kirjoitelman paino on kompaktisti kannatetussa Alexander-Spanier
-kohomologiassa.

3.2 Indusoidut kuvaukset

Olkoot X ja Y kaksilokaalisti kompaktia topologista avaruutta. Kuvaus f: X —
Y indusoi kaikilla p € Z kuvauksen

froP(Y) = oP(X), (f°d)(xo,-..,2p) = O(f(w0), ..., flxp)).

Suora lasku osoittaa, ettd 6” o f> = f° o 7. Mikili kuvaus f on jatkuva, niin
pitee f*®5(Y) C ®5(X) ja voidaan médritelld kuvaus

f: CP(Y) — CP(X) kaavalla f¥([¢]) = [f"¢].
Tamaé indusoi edelleen kuvauksen
f*: HP(Y) — HP(X), kun asetetaan f*([¢]) = [f*¢],

silld suora lasku osoittaa, ettd ffodP = dP o f%. Mikili kuvaus on my6s ankara,
on voimassa f*®2(Y) C ®2(X) ja voidaan miiritelld edelleen kuvaus

f: CE(Y) = C2(X) kaavalla f*([g]) = [f*¢)]-
My6s tdma indusoi kuvauksen
f*: HP(Y) — HP(X), kun asetetaan f*([¢]) = [f*¢],

silli suora lasku osoittaa taas, ettd f* o dl = dP o f¥.

Seuraava lause osoittaa, ettd Alexander-Spanier -kohomologian maéritelméa
on homotopiainvariantti. Lauseen todistus 16ytyy lahteestd [Mas78, Theorem
1.11]
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Lause 3.7. Olkoot f ja g kaksi ankaraa jatkuvaa kuvausta topologisten ava-
ruudelta X avaruudelle Y. Mikéli on olemassa homotopia F: X x I —'Y ku-
vausten [ ja g wvdlilld, joka on kuvauksena ankara, niin indusoidut kuvaukset
f* H?(Y) — H?(X) ja g*: HP(Y) — HP(X) ovat samat kaikilla p € Z.

Seuraavaksi méaritellddn lokaalisti kompaktien avaruuksien avointen- seka,
suljettujen osajoukkojen inkluusioiden indusoimat kuvaukset. Kaikilla B € X
asetetaan

Q7(X,B) = {u € C(X) | spt(u) C X \ B}.
Olkoon U C X epétyhjé avoin joukko sekd A = X\U. Inkluusio 14, x: A — X on

jatkuva ja se ndhdéén helposti ankaraksi kuvaukseksi. Tamén johdosta inkluusio
L4 x indusoi aiemman huomion nojalla homomorfismit

Fix: CP(X) — CP(A) seki o) x: HP(X) — HE(A).

Inkluusio ¢y, x : U — X puolestaan on myds jatkuva, mutta ei yleensd anka-
ra. TAmén johdosta inkluusio ¢y, x el yleensé indusoi kuvausta joukkojen C?(X)
ja CP(U) vilille. Se kuitenkin indusoi kuvauksen

tfy x: CP(X) — CP(U),
joka selviisti toteuttaa ehdon L‘?JXQP(X, A) € CP(U). Enemménkin pétee, ja
voidaan todistaa seuraava lemma, joka on ldhteestd [Mas78, Lemma 1.3.].

Lemma 3.8. Kuvaus
() |Qr(x,a): QP(X, A) = CE(U)
on isomorfismi.

Todistus. Merkitdan todistuksessa rajoittumaa

€ = (b y)lar(x,.ay: QP(X, A) — CE(U).

Aloitetaan ndyttadmailla, ettd rajoittuma £ on injektio. Olkoon ¢ € ®P(X)
sellainen, ettd [¢] € QP(X,A) ja &([¢]) = [L?Lx(ﬁ] = ®((X). Tallsin jokais-
ta pistettd x € X kohti 16ytyy sellainen ympéristé V, etta (L?],X¢)|Vp+1 on
nollakuvaus. Valitaan mielivaltaiselle pisteelle x € U téallainen ympéaristé V ja
merkitddn W :=U NV. Nyt

0= (), xB)lwrer = (30 (twx)P ™) wotr = Blwsr,

joten U C Cspt(¢). Toisaalta p-funktion ¢ valinnan nojalla spt(¢) C U, joten
spt(¢) = 0. Erityisesti ¢ € ®5(U). Téten kuvaus £ on injektio.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd rajoittuma & on surjektio. Olkoon 3 € ®2(U)
ja méiiritellddn ¢ € ®P(X) asettamalla

Y(zo,...,xp), kunwzg,...,zp €U,

(6) ¢($0,...,xp) = {

0, muulloin.

Selvésti pitee spt(¢) C spt(1) C U ja lisdksi joukko spt(¢) on kompaktin joukon
spt(y)) suljettuna osajoukkona kompakti, joten [¢] € QP(X, A). Suora lasku
osoittaa, ettd £([¢]) = [¢] ja rajoittuma & on surjektio. O
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Joukko QP(X, A) on ryhmén CP(X) aliryhmé. Merkitédén inkluusiota
r QU(X, A) = CP(X)

ja maaritelladn kaavioon

perustuen homomorfismi
oux: CO(U) = C2(X), oux =70 (th ylarx.a) "
Tama kuvaus indusoi edelleen kuvauksen
Tu,x: HY(U) — HY(X).

Lemma 3.9. Olkoon X topologinen avaruus sekd U C'V C X avoimia joukkoja.
Télloin Tyx = Tv,x 0T,V -

Todistus. Merkitdan
1 QP(X,X \ U) — Ccp(X)v
ro: QP(V,VA\U) = CE(V)  ja
r3: QP(X, X\ V) = CL(X),

seké asetetaan

i1 = (tf xlorwx) ™
iv = (i ylgrwaney) ™t ja
is = (¢}, xlorvixvy)

Homomorfismien 7y, x , 7,1 seké 7y, x mééritelmien perusteella ne ovat muo-
toa

! ! . /
wx =[uxl, Twv=I[uyvl ja  1vx =[xl
missé
P ) ;L ) . ;o )
Ty,x =T10%, Tyy =7T2012, Ja Tyyxy =7T3013.

Seuraavassa kaaviossa sg: QP (X, X \U) — QP(X, X \ V) on inkluusiokuvaus ja
kuvaus s1: QP(V,V\U) — QP(X, X \ V) méiiritellddn luonnollisesti edustajien
kautta kuten kaavassa (6).

Q(X, X\ U)—"> QP(X, X \ V)& C(X)

S1 i3 f
TV, X

QP (V,V\U)—"——= CE(V)
ow”
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Suora lasku osoittaa, etta
13079 = 82081, T308=7"] ja 8101y =1].
Téaten saadaan
T‘//7XOT(/],V = 1730193079010y =7308908] 014y =770 17 :T(/],X.
Tama todistaa viitteen. O

Téméan luvun padtulos on seuraava lause, joka on lahteestd [Mas78, Theorem
1.6.].

Lause 3.10. Olkoot X topologinen avaruus, U avoin ja epdtyhjd avaruuden X
osajoukko ja A = X \ U. Talloin kaikilla p € Z on olemassa sellainen homo-
morfismi dP: HP=1(A) — HP(U), ettd jono

TU, X ta,x

0 B T H 00 S ()

éHp(U) T HE (X) s HE (A) —— -

(&

on eksakti.

3.3 DMonistojen kohomologia sekid -suunnistus

Tassé kappaleessa méaritellidan moniston suunnistuvuus ja suunnistus kompak-
tisti kannatetun Alexander-Spanier -kohomologian avulla.
Seuraava lemma on ldhteestd [Mas78, Theorem 2.14.].

Lemma 3.11. Euklidiselle avaruudelle R™ on voimassa

HP(R?) ~ {Z, kunp=n

0, muulloin.

Lemman 3.11 motivoimana annetaan seuraava méaaritelma.
Maéritelmé 3.12. Monisto M on suunnistuva, mikali patee
H! (M) ~Z,

missé n on moniston M dimensio. Ryhmélle H? (M) valittua virittajaa pag
kutsutaan moniston suunnistukseksi ja paria (M, ppq) sunnistetuksi monistoksi.

Moniston alueiden suunnistuksen méarittelyyn tarvitaan seuraavaa lemmaa,
joka on ldhteestd [Bor60, Theorem 4.3.].

Lemma 3.13. Olkoot M suunnistuva n-ulotteinen monisto ja U epdtyhjd alue.
Tdlloin pdtee:

(a) Inkluusion : U — M indusoima kuvaus tyam: HX(U) — HX (M) on iso-
morfismi.

(b) HI(MA\U) =0.

18



Kaikille suunnistetun moniston alueille U annetaan inkluusion ¢: U — M
. . . 1 P .
indusoima suunnistus 77, (). Huomaa, ettd 7p; v (1ae) on ryhmin H;! (U)
virittdja, silld 7, a4 on isomorfismi ja erityisesti suunnistuvan moniston alueet
ovat suunnistuvia.

Huomautus 3.14. Koska euklidinen avaruus R" ja kaikki sen alueet ovat suun-
nistuvia lemman 3.11 nojalla, niin tarkastelemalla karttaympéarist6ja nahdéan,
ettd jokainen monisto on lokaalisti suunnistuva. Tama takaa sen, ettd mielival-
taisella monistolla voidaan kiyttda tdssd kappaleessa suunnistuville monistoille
todistettavia tuloksia lokaalisti.

3.4 Topologinen aste seki -indeksi

Suunnistettujen n-monistojen M ja N vilisten avoimien kuvausten f: M — N
asteteorian maérittelemiseksi on tarpeellista tutkia niiden kompaktisti kanna-
tettujen kohomologioiden vélille indusoimia kuvauksia f*: H*(N) — H(M).
Vain ankarat kuvaukset indusoivat téllaisia kuvauksia, joten tdssa kappaleessa
keskitytdan tutkimaan millaisiin joukkoihin rajoittumalla avoimen kuvauksen
rajoittumasta saadaan ankara kuvaus. Kappaleen kaikki monistot oletetaan yh-
tendisiksi.

Mikali f: (M, puap) — (N, par) on jatkuva ankara kuvaus kahden suunnis-
tetun moniston véalilla, niin patee f*un = kuaqg jollain k € Z. Tatéd lukua k
kutsutaan kuvauksen f asteeksi deg f. Kuvaus f on suunnistuksen sdilyttdva,
mikili deg f > 0. Mikili deg f < 0, niin kuvaus f: (M, —par) — (N, upr) on
suunnistuksen sailyttavé. Nain ollen riittda tarkastella suunnistuksen sailyttavia
kuvauksia.

Huomautus 3.15. Huomaa, ettd alueen suunnistuksen méaritelmén perusteella
pitee, ettd mikili f: M — A on suunnistuksen siilyttiva ja U C M on sel-
lainen alue, ettd f|y: U — fU on ankara kuvaus, niin f|y on suunnistuksen
sailyttava kuvaus. Tamaé seuraa siitd, ettd annetussa tilanteessa pétee

(flo) (wro) = (flu) Tron () = om(f ) = (deg f)uam.

Tyossé tutkitaan 1dhinnd kahden moniston vélilla méaaritellyn avoimen ku-
vauksen f lokaaleja ominaisuuksia. Valitsemalla lahtomonistosta karttaympa-
risto U, jonka kuva fU sisaltyy moniston N karttaympéristoon voidaan rajoit-
tumaan siirtymélld olettaa, ettd f|y: U — fU on kuvaus kahden suunnistetun
moniston valilld. Kuvaus f|y ei kuitenkaan valttaméatta indusoi kuvausta kom-
paktisti kannatettujen kohomologioiden vilille, silld sen ei tarvitse olla ankara
kuvaus. Seuraava lemma antaa ehdon milloin rajoittuma f|y: U — fU on an-
kara ja siten indusoi kuvauksen (f|y)*: H* (fU) — HF (U). Tulos on lemmaksi
muotoiltu huomio ldhteestd [Vai66, p. 5|.

Lemma 3.16. Olkoot M ja N yhtendisii monistoja ja f: M — N jatkuva
avoin kuvaus, U C M prekompakti alue ja V. C N alue, joka toteuttaa ehdon
fUNV #£0. Télloin rajoittuma

flong-vy: UNFV =V

on ankara, jos ja vain jos pitee V N fOU = (.
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Todistus. Oletetaan, ettd, V' N fOU = (. Osoitetaan, ettd kuvaus f|yns-1y on
ankara tekemilld vastaoletus, ettd alkukuva (f|pns-1y) 'K el ole kompakti
jollain kompaktilla joukolla K C V. T&lloin on olemassa sellainen jono ()
joukossa (f|yns-1v) 'K, jolle pitee ,, — zo € OU. Tésté seuraa, etté f(z,) —
f(zo) € fOU. Néin ollen on voimassa f(yo) € VN fOU. TaAma4 on ristiriita, joten
rajoittuma f|yny-1y on ankara kuvaus.

Oletetaan seuraavaksi, ettd piatee V N fOU # 0 ja olkoon x jokin tamén
joukon piste. Olkoon r > 0 sellainen side, ettd B(x,r) C V. Valitaan y € OU N

f~Ha}. Joukko f|([}mf,lv)(B(x,r)) ei ole kompakti, jolloin kuvaus f|ns-1v)
ei ole ankara.

Tamaé todistaa vaitteen. O

Korollaari 3.17. Olkoon f: M — N jatkuva avoin kuvaus ja U C M prekom-
pakti alue. Tdlloin kuvaus

flwnp-1vy: UNFV -V
on ankara jokaisella joukon N\ fOU komponentilla V.

Jokainen joukon N\ fOU alue W sisiltyy johonkin komponenttiin V. Talloin
myo6s kuvaus
flwonfmn: UNfTIW - W

on ankara. Prekompaktia aluetta V' C N \ fOU kutsutaan (f,U)-kelvolliseksi
aluecksi ja pisteen y € N ympéristod, joka on kelvollinen alue, (f, U)-kelvolli-
seksi ympdristoksi. Pistettd y € N, jolla on olemassa (f,U)-kelvollinen ympé-
ristd, kutsutaan (f,U)-kelvolliseksi pisteeksi. Huomaa, ettd piste y on (f,U)-
kelvollinen, jos ja vain jos pétee y ¢ fOU. Jatkossa, jos V. C N on (f,U)-
kelvollinen alue, merkitéin V! := U N f~1V merkintdjen yksinkertaistamisek-
si.
Rajoittuman voi muodostaa myos lahtien maalimoniston alueesta.

Lemma 3.18. Olkoon f: M — N jatkuva avoin kuvaus ja V. C Im(f) prekom-
pakti alue. Tdlloin kuvaus f|y: U — V on ankara jokaisella joukon M\ f~10V

prekompaktilla komponentilla U jolle pitee fU NV # (. Erityisesti tdlloin on
voimassa fOU = 0fU.

Todistus. Huomataan ensin, ettd yhtenaisyyden nojalla fU C V. Toisaalta on
voimassa OU C f~10V, joten piitee

(8) foU c fftov c ov.

Rajoittuma f|y: U — V on surjektio, koska muuten joukon U reunapiste kuvau-
tuisi joukon V sisépisteelle, mikd on mahdotonta kaavan (8) nojalla. Erityisesti
on voimassa 0V C 9fU. Téten siis

fOU c 0V C dfU.

Koska f on avoin kuvaus, niin dfU C fOU. Téten pétee fOU = 0fU.
Viitteen ensimmaéinen osa seuraa nyt lemmasta 3.16 ja tiedosta fOU =
afU. O
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Jatkossa prekompaktia aluetta U C M kutsutaan normaalialueeksi kuvauk-
sen f suhteen, mikili patee fOU = 9fU. Talloin alue fU on (f,U)-kelvollinen
alue ja erityisesti rajoittuma f|y: U — fU on ankara. Pisteen ympéristoa,
joka on normaalialue kutsutaan luonnollisesti normaaliympdristoksi. Jokaisel-
la 1dhtémoniston M pisteelld = on mielivaltaisen pienid prekompakteja nor-
maaliympéristdja, kun kuvaus f on haarautuva peitekuvaus. Taméa seuraa lem-
man 3.18 nojalla siitd, ettd kuvaus f ei ole diskreetti mikéli jollain pisteelld
x on sellainen ympéristékanta {U; | j € N}, ettd kaikilla j € N on voimassa
oU; N f~H{f(2)} # 0.

Seuraavaksi médritellddn kuvaukselle erilaisia lokaaleja aste-, seké indeksiké-
sitteitd, jotka toimivat tissa tyossd erdind tarkeimpiné tyokaluina haarautuvien
peitekuvausten ja BLD-kuvausten lokaalien topologisten ominaisuuksien tutki-
misessa.

Olkoon f: M — N avoin jatkuva kuvaus ja U C M sellainen alue, et-
td fly: U — fU on suunnistuksen siilyttévd ankara kuvaus. Kaikilla (f,U)-
kelvollisilla alueilla V' kuvaus

(9) (v—ru) o (flv-1)": HE (V) — H (U)
on muotoa muy — kmpy jollain k € Z. Koska kuvaus f|y on suunnistuksen
sdilyttava, niin luku k& on ei-negatiivinen.

Huomautus 3.19. MyShemmin lauseessa 4.6 todistetaan, ettd ylla olevassa tilan-
teessa k # 0, eli ettd suunnistuksen sailyttdvilla haarautuvilla peitekuvauksilla
on epatriviaali aste.

Maééritelma 3.20. Kaavan (9) kuvaukseen liittyvdd vakiota k kutsutaan ku-
vauksen f topologiseksi asteeksi ympdriston V suhteen ja sitd merkitdan

w(V, f,U) := k.

Olkoot V7 ja Va kaksi (f,U)-kelvollista aluetta, joilla on yhteisid pisteité.
Valitaan alue W C V3 N V4 ja muodostetaan kaavio

H™(V;
(flv)” © ( 2
\J\TW,VI
(flw)~

w1 (U) — " i w)

(&
\ TW,VQ
(flvg)”

H (Va)
joka kommutoi lemman 3.9 todistuksen nojalla. Nyt havaitaan, etta pétee

M(‘/lafaU)::U’(VVafaU)::u’(‘/%faU)a

silld alueiden inkluusiot ovat alueen suunnistuksen méaaritelmén perusteella suun-
nistuksen sailyttavia kuvauksia ja niiden kohomologiaan indusoivat kuvaukset
isomorfismeja lemman 3.13 nojalla. Taten (f, U)-kelvollisen alueen V' valinta
joukon N\ fOU komponentin sisiltd ei vaikuta lukuun k. Jokainen (f,U)-
kelvollinen piste y kuuluu yksikésitteiseen joukon A\ fOU komponenttiin, joten
kuvauksen f aste pisteessd y voidaan maéaritelld seuraavasti.
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Maéritelmé 3.21. Olkoot f: M — A avoin jatkuva kuvaus ja U C M sellai-
nen prekompakti alue, ettd f|y: U — fU on suunnistuksen siilyttavi ankara
kuvaus. Olkoon y € N (f,U)-kelvollinen piste ja W C N\ fOU komponentti
joka siséltdd pisteen y. Kuvauksen f topologinen aste pisteessd y madritellddn
asettamalla

wy, f,U) = u(W, f,U).

Suoraan méaéritelméstd seuraa, ettd kuvaus y — pu(y, f,U) on vakio jokai-
sessa joukon N\ fOU komponentissa.

Térkein topologisen indeksin késittelyyn tyossé kiytettdvista tuloksista on
seuraava, jonka antamaa kaavaa (10) ympéristojen topologiselle asteelle kutsu-
taan jatkossa summakaavaksi.

Lause 3.22. Olkoot Uy alue, f: Uy — N jatkuva avoin kuvaus, Uy, ..., U C Uy
erillisid avoimia joukkoja ja V-C N alue, joka on (f,U;)-kelvollinen jokaisella
7=0,1,...,k ja jolle pdtee
k
(fVynts c JU;.

j=1

Talloin topologinen aste u(V, f,Uy) voidaan laskea kaavalla
k
j=1

Todistus. Merkitéaan Vj_1 =U;Nf~'V, kun j =0,..., k. Nyt asteen mééritel-
mén nojalla on voimassa

w(V, £, Uo) o, = (ty=1 ) © (fly 1) mv
= (TVU’l,U()) ((f|v0*1>*MV) .

Lemman 3.5 nojalla pétee
k

(TVO*I,UO) ((f|VO*1)*MV) = Z(Tvofl,Uo) ((flv]fl)*,uv)

j=1
ja kaikilla 7 = 1,..., k on voimassa
(o) (o)) = (s ) ((Fly-)7av)
= (TV].’I,UO) © (f|1/j*1)*ﬂv
= (TU]'7UO © (ijfl,Uj) © (f|vj*1)*,uv

= (10, vV, £, Uj) v,

= (V. f,Uj)7u;,00 (b))
= pu(V, 1, Uj) pu -
Téten pétee
k
p(V, £ U0 puy = Y iV, £.U5) o, -
j=1
Téamaé todistaa viitteen. [l
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Tarkastelemalla alueen topologisen asteen sijasta pisteen topologista astetta
saadaan seuraava muotoilu dskeisestid lauseesta. Myos kaavaa (11) kutsutaan
tyossé summakaavaksi.

Korollaari 3.23. Olkoot Uy alue, f: Uy — N avoin jatkuva kuvaus, Uy, ..., Uy C
Uy erillisii avoimia joukkoja ja y € N piste, joka on (f, ;)-kelvollinen piste

kaikilla j = 0,1,...,k ja jolle pitee f~1{y} N Uy C Uj:1 U;. Tdlloin saadaan
yhtdlo

k
(11) ply, £,U0) = > uly, .U
j=1

Olkoot A; ja As alueita suunnistetun moniston M alueessa U ja oletetaan,
ettd © € A1 N Ay on piste, jolle pdtee

A0 fHf(2)} = {a},

missé j € {1,2}. Talloin x on sekd (f, A1)- ettd (f, A2)-kelvollinen ja korollaarin
3.23 perusteella

p(f (@), £, Ar) = p(f (2), f,U) = p(f(2), f, Ar).

Aste u(f(z), f,U) ei siis riipu ympéristostd U, jos pitee x € U ja
UNfH{f(x)}y = {z}.

Téallainen ymparisto 16ytyy aina, kun kuvaus on diskreetti ja avoin. Tédten voi-
daan antaa seuraava madritelma.

Maéritelmé 3.24. Olkoon f: M — N haarautuva peitekuvaus kahden suun-
nistetun moniston valill4 sekd z € M. Kuvauksen f lokaali indeksi i(x; f) pis-
teessd x on aste u(f(x), f,U), kun U on pisteen z prekompakti ympéristd, jolle
patee:

(i) Rajoittuma f|y: U — fU on suunnistuksen siilyttivd kuvaus kahden
suunnistetun moniston véalilla.

(i) Piste z on (f,U)-kelvollinen ja toteuttaa ehdon U N f~*{f(z)} = {x}.

Maiiritelma 3.25. Kahden suunnistetun moniston M ja A vilistd haarau-
tuvaa peitekuvausta f: M — N sanotaan suunnistuksen sdilyttiviksi, mikali
kaikilla x € M pétee i(z : f) > 0.

Soveltamalla summakaavaa (11) tilanteessa, jossa ympéristot U;, j > 1, ovat
kuten maéaritelmassa 3.24, saadaan seuraava korollaari.

Korollaari 3.26. Oletetaan korollaarin 3.23 oletuksien lisiksi, ettd joukoille
U; pdatee

20N f ) <1

Talloin on voimassa

z€f~Hy}
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Kaavaa (12) kutsutaan indeksikaavaksi.
Myohempié tuloksia varten otetaan kayttoon vield yksi indeksikésite, joka
on luonteeltaan aikaisempia geometrisempi.

Maéritelméd 3.27. Olkoon f: M — N avoin diskreetti kuvaus kahden mo-
niston valilld ja U C M joukko. Kuvauksen f geometrinen aste pisteen y € N
suhteen joukossa U on

N(y, f,U) =4(U N f~{y}) € NU {oc}.
Lisdksi merkitdan N(f,U) = sup,cy N(f(z), f,U).

Indeksikaava (12) laskee pisteen y topologisen asteen u(y, f,U) summana
lokaaleista indekseista i( -; f) ylitse joukon, joka antaa pisteen y geometrisen
asteen N (y, f,U). MyShemmin lemmassa 4.7 saadaan tdmén huomion avulla
lokaali dérellinen yldraja haarautuvan peitekuvauksen lokaalille multiplisiteetil-
le.

Seuraava lemma kertoo, ettd funktioina lokaali indeksi ja geometrinen aste
kiyttaytyvat komplementaarisella tavalla.

Lemma 3.28. Olkoot f: M — N suunnistuksen sdilyttivi haarautuva peiteku-
vaus kahden suunnistetun moniston vdlilld ja U C M prekompakti alue. Tdlloin

(a) kuvaus x — i(x; f) on ylhddltd puolijatkuva, ja
(b) kuvaus x — N(f(x), f,U) on alhaalta puolijatkuva.

Todistus. Olkoot xg € M ja (x,) jono, joka suppenee kohti pistettd xzo. Todis-
tetaan, ettd talléin on voimassa

(13) i(xo; f) > limsupi(z,; f).

n—oo

Olkoon U pisteen g normaaliympiristd, jolle pitee U N f~{ f(z0)} = {zo0}.
Nyt on voimassa i(zo; f) = u(f(x0), f,U), ja on olemassa sellainen ng > 0, ettd
pétee x,, € U kaikilla n > ng. Kaikilla n > ng saadaan epayhtaloketju

i(wo;f) :M(f(xO)’fv U) ::U’(f(xn)afv U) = Z ’L(Z,f) Zl($n,f)
zeUnf={f(zn)}

Tamé todistaa epayhtdlon (13), josta puolestaan seuraa, ettd kuvaus x — i(z; f)
on ylhailtd puolijatkuva.

Todistetaan seuraavaksi kohta (b). Koska joukko U on prekompakti, niin
geometrinen aste N(f(zg), f,U) on #éarellinen. Téten voidaan valita erilliset
ympiristdt Uy, . .., Ug joukon U N f~H{ f(z0)} pisteille {yo, ..., yx}. Olkoon

Vi=Uon () fU;

Talloin kaikilla pisteilld © € V' pétee epayhtalo

Tamaé todistaa viitteen. O
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Kappaleen viimeisind tuloksina tarkastellaan topologisen indeksin rajakayt-
taytymisesté.

Lemma 3.29. Olkoot U,W C R™ sellaisia prekompakteja alueita, etti U C W,
ja olkoot f,g: W — R™ avoimia jatkuvia kuvauksia, joille pitee fU N gU # (.
Olkoon V C fU N gU avoin joukko, joka toteuttaa ehdon

(14) min(d(V, fOU), d(V, goU)) = 2|[f = glloo-
Talloin V' on sekd (f,U)- etti (g, U)-kelvollinen alue ja pitee
u(Vo f,U) = u(V,9,U).

Todistus. Oletuksista seuraa suoraan, ettd V on sekd (f,U)-kelvollinen ettd
(g, U)-kelvollinen alue. Olkoon F': U x I — R™ janahomotopia

(1) = tf(2) + (1 = t)g(x).
Ehdon (14) perusteella pétee
VNFOU x I)=0.

Téten kuvaus F|p-1ynpxr on ankara. Nyt lauseen 3.7 perusteella

(TUmf*IV,U) ° (f|f*1VmU)* = (TUmgflv,U) o (g|f*1VmU)*a
eli erityisesti patee u(V, f,U) = u(V, g, U) kuten haluttiin. O
Seuraava lause on luonteeltaan erddnlainen Hurwitzin lause.

Lause 3.30. Olkoon (f;) jono haarautuvia peitekuvauksia B" — R™, joka sup-
penee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti haarautuvaa peitekuvausta g: B™ —
R™. Tdlloin kaikilla pisteilld xog € B™ pdtee

lim p(g(zo), f3,U) = n(g(zo),g,0),

j—o0

missi U on pisteen xo normaaliympdristo kuvauksen g suhteen, jolle pitee U C
B".

Todistus. Olkoot zo € B" ja U sellainen pisteen x¢ normaaliympéristod kuvauk-
sen g suhteen, ettd on voimassa U C B™. Talloin pitee R := d(g(xg),goU) > 0.
Olkoon jo niin suuri, etté epayhtdld [|g — f;/o < & on voimassa kaikilla j > jo.
Nyt saadaan epayhtélot

3R
2

| =

d(g(xo), f;0U) = jad(fj(wo), g(wo0)) <

kaikilla j > jo. Téstd seuraa, ettd kaikilla j > jo péitee B(g(zo), %) c f;U.
Téaten avoin joukko

oo (s )

on (g,U)-kelvollinen ja (f;,U)-kelvollinen kaikilla j > jo. Lemman 3.29 pe-
rusteella kaikilla j > jo pédtee yhtdlo u(V,g,U) = u(V, f;,U). Tami todistaa
véitteen, silla pisteet f;(zo) ja g(xo) sisdltyvit joukkoon V kaikilla j > jo. O
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4 Haarautuvien peitekuvausten perusominaisuuk-
sista

Téssé luvussa todistetaan muutamia aputuloksia haarautuvien peitekuvausten
perusominaisuuksista.

4.1 Haarajoukon topologisista ominaisuuksista

Tassa kappaleessa todistetaan, ettd haarautuvan peitekuvauksen haarajoukko
on sisépisteeton eikd separoi monistoa lokaalisti missdén pisteessd. Tulos to-
distettiin alunperin léhteessé [Cer64], mutta todistusta yksinkertaistettiin noin
vuosi myShemmin l&hteessid [V&i66]. Tuloksesta seuraa erityisesti, etti haara-
joukon komplementti on suoristuvasti yhtenédinen polkumetrisilli monistoilla.
Haarajoukon ominaisuuksien todistukset seuraavat pddosin lahdetta [V&i66].

Haarajoukon sisdpisteettomyys on luonteeltaan geometrinen ominaisuus ja
suoraviivainen todistaa.

Lemma 4.1. Olkoon f: M — N haarautuva peitekuvaus kahden moniston
vililld ja x € By. Tdlloin pisteen x jokaiselle normaaliympdristélle U, jolle
patee N(f,U) < oo on voimassa

N(f(z), f,U) < N(f,U) < .

Todistus. Olkoon U jokin pisteen 2 normaaliympéristd, jolle patee N(f,U) <
oo. Tehdéén vastaoletus, ettéd pisteen z € By kuvalla f(x) olisi maksimaalinen
geometrinen aste alueessa U. Valitaan erilliset ymparistot U; C U joukon

FTHf@)}nU

pisteille x1, ..., zx. Voidaan olettaa, ettd x1 = x. Merkitdan
V=unft (1Y
J

Tallsin kaikilla y € V pétee U; N f~H{ f(y)} # 0 kaikilla j = 1,... k. Koska pis-
teen = geometrinen indeksi on maksimaalinen, pitee N(f(y), f,V) = 1 kaikilla
y € V. Téiten kuvaus f|y on injektio ja siten lokaali homeomorfismi pisteessé
x, mika on ristiriita. ([l

Lause 4.2. Olkoon f: M — N haarautuva peitekuvaus kahden moniston vdilil-
la. Tdlloin joukolla By ei ole sisdpisteitd.

Todistus. Tehdéaédn vastaoletus, ettd joukko By siséltdd prekompaktin avoimen
joukon V. Koska kuvaus f on diskreetti ja ympéristé V' prekompakti, niin kai-
killa z € V on voimassa N(f(z), f,V) < co. Joukko V voidaan esittdd nume-
roituvana yhdisteena

v=Uv.
j=1
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missé joukot
Vii={z e VIN(f(z),[,V) <j}

ovat suljettuja lemman 3.28 nojalla. Tdten Bairen lauseen nojalla on olemassa
sellainen jo € N, ettd joukolla Vj, on sisdpisteitd. Valitaan tdmén joukon Vj,
sisdltd jokin normaaliympéristd U. Koska patee N(f,U) < j < oo, niin kuvaus
z +— N(z, f,U) saavuttaa joukossa U suurimman arvonsa. TAmé on ristiriidassa
lemman 4.1 kanssa. Joukolla By ei siis ole sisépisteita. [l

Seuraavaksi todistetaan, ettei haarautuvan peitekuvauksen haarajoukko voi
separoida lahtomonistoa missdén pisteessd, eli ettd kaikilla pisteilld p € By ja
alueilla D > p joukko D \ By on yhtendinen. Todistuksen ideana on nayttés,
ettd jos haarajoukko separoi moniston M lokaalisti jossain pisteessé, niin 16ytyy
alue D ja haarajoukon sulkeuman sellainen osajoukko A, ettd D \ A koostuu
kahdesta komponentista, jotka f kuvaa homeomorfisesti samalle alueelle D’.
Talloin joukko AN D kuvautuu alueen D’ reunalle vaikka se sisiltaa valttamatta
alueen D sisdpisteen. Tamé on mahdotonta, silld kuvaus f|p on avoin kuvaus.

Aloitetaan todistamalla muutama aputulos. Seuraava lemma todistuksineen
on léhteestd [V&i66, Lemma 5.2.].

E}mﬂa 4.3. Olkoot Uy,Uy C M erillisid alueita, joille piitee 8_U1 = JUs ja
Uy UUy # M. Tilloin ei ole olemassa homeomorfismia f: Uy — Us, jolle pitee
f|t9U1 =id.

Todistus. Tehdddn vastaoletus: on olemassa homeomorfismi f: U; — Us, jolle

pitee f|oy, = id.
Korollaarin 3.10 nojalla jono

= H YU, UR)) 2= HM (U UU) —= H* (U, U Up) ——= -+ -

on eksakti ja lemman 3.13 nojalla H?(U; UU;) = 0. Koska alueet Uy ja Us
ovat erillisii, mutta niilld on sama reuna, niin piatee 9U; = O(U; U Us). Téasté
saadaan eksakti jono

s H YU, UU,) —— H*Y(0U,) —&= HY(U; U Uy) —= 0,

josta seuraa, ettd homomorfismi d on surjektio.
Korollaarin 3.10 nojalla jonot

o HPY(OU,) 2 B2 (U) — HP (T;) — HITY(QU;) —— -+

missé ¢ € {1,2}, ovat eksakteja. Kuvauksen f rajoittuma joukkoon U; méérit-
telee homeomorfismin g = f|y, : Uy — Us. Téten saadaan kommutoiva kaavio

Hr=19Uy) -2 g (Uy)

H=1(0Us) ~2 H2 (Us),

27



missd kuvaus ¢g* on isomorfismi. Erityisesti d; = ¢g* o ds.
Koska alueet U; ja Us ovat erillisid, niin joukko U; on suljettu avaruudessa
U1 U Us, jolloin inkluusio ¢;: U; < Uy U Uy indusoi homomorfismin

v He (U UUs) — H (Us),

kun i € {1,2}. Téten saadaan aikaan kaksi kommutoivaa kaaviota

H=1(oUy) —%= HM U, U Uy)

Tk

Hi(Us),

missi ¢ € {1,2}. Koska alueet Uy ja Uy ovat erillisi, niin ryhméa H?(U; U Us)
on isomorfinen ryhmén H?(U;) @ H*(Uz) kanssa ja kuvaus

(11 ®e3): H (U UU2) — H!Ur) © H;'(Uz)
on isomorfismi. Nain ollen

d(a) = (di(a),d2(a)) = (9" o d2(a), da(a)).

Tamé on ristiriita, silldi homomorfismi d on surjektio, mutta se ei voi saada
arvoja jotka ovat muotoa (b,0), missd b # 0. Téten véite on todistettu. O

Lemma 4.4. Olkoot M ja N suunnistettuja monistoja seki f: M — N sul-
jettu haarautuva peitekuvaus, jolle patee N(f, M) < oo. Olkoon lisiksi A C M
suljettu joukko, jolle M\ A on epdyhtendinen ja kaikilla x € A on voimas-
sa N(f(x), f,M) = 1. Tdlloin jokainen joukon M\ A komponentti U kuvautuu
surjektiivisesti jollekin joukon N\ f A komponentille V. Rajoittuma f|y: U — U
on tdlloin suljettu kuvaus ja kaikilla y € V' on voimassa p(y, f,U) = +1.

Todistus. Koska f on jatkuva ja f~'fA = A, sisiltyy jokainen joukon M \ A
komponentti U johonkin joukon N \ fA komponenttiin V. Olkoon E joukon
U suljettu osajoukko. T#lloin piatee E = E N U, missi sulkeuma F otetaan
moniston M suhteen. Oletuksista seuraa, ettd kuvaus f on suljettu, joten joukko
fE NV on suljettu komponentissa V. Selviisti on voimassa fE C fENV.
Lisiksi piatee V N fA = (0, joten on voimassa fE NV C fE. Titen joukko
fE = fENYV on suljettu komponentissa V, eli kuvaus f|y: U — V on suljettu.
Koska kuvaus f on avoin, pitee fU = V| eli rajoittuma f|y: U — V on myos
surjektio. Surjektiivisena haarautuvana peitekuvauksena, jolle piatee N(f,U) <
00, rajoittuma f|y: U — V on ankara kuvaus.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd rajoittuma f|gy: OU — 9V on homeomorfismi.
Koska N(f(x), f, M) =1 kaikilla x € A, niin rajoittuma f|4 on injektio. Koska
OU C A, niin myds rajoittuma f|sy on injektio. Taten riittdd ndyttad, ettd
rajoittuma f|oy: OU — OV on surjektio, silld se on téllin bijektiivinen avoin
ja suljettu jatkuva kuvaus ja tdten homeomorfismi. Koska pétee

VNnfouUcVvnfA=0,

niin on voimassa fOU C OV. Toisaalta, koska f on suljettu ja fU = V, niin
fU = V. Taten

oV = fU\ fU c foU.
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Téten fOU = JV ja rajoittuma f|sy: OU — OV on homeomorfismi.

Vaitteen p(y, f,U) = £1 todistamiseksi kaikilla y € V riittdé osoittaa, ettd
rajoittuman ¢ := f|ly: U — V indusoima kuvaus g*: H}(V) — HZ(U) on
surjektio, silld surjektiivinen homomorfismi Z — Z on vilttamattd isomorfismi.
Merkitddn h := floy: OU — 9V. Yhdistdmalla pitkddn eksaktiin jonoon (7)
kuvausten g sekd h indusoimat homomorfismit saadaan seuraava kommutoiva
kaavio:

H2=YOU) 4 H2(U) — H(U)

h*T g*T
HI=1(0V) ——=H (V)
Lemman 3.13 nojalla pitee H*(U) = 0, joten kuvaus d on surjektio. Koska

kaavio kommutoi ja kuvaus h* on homeomorfismin indusoimana kuvauksena
isomorfismi, on kuvaus g* valttdmaéatta surjektio. Tama todistaa véitteen. [l

Todistetaan seuraavaksi tdméan kappaleen péaatulos.

Lause 4.5. Olkoon f: M — N haarautuva peitekuvaus kahden moniston vdilil-
lé. Tdlloin kuvauksen f haarajoukko By ei separoi lokaalisti lihtémonistoa M
missadn pisteessd.

Todistus. Tehddan vastaoletus: joukko By separoi moniston M lokaalisti jos-
sain pisteesséd. T&lloin on olemassa moniston M prekompakti alue X, jonka
haarajoukko By separoi lokaalisti jossain pisteessé. Erityisesti joukko

Sy ={re XNBy| joukko By separoi alueen X lokaalisti pisteessa x}

on epétyhji. Olkoon S joukon Sy X-sulkeuma, eli S = S_f NnxX.
Koska X on prekompakti, niin patee N(f(z),f, X) < oo kaikilla z € X.
Suljettu joukko S voidaan esittdd numeroituvana yhdisteené

o0
s=Js;
j=1
missé joukot

Sj={zeS|N(f(2),f, V) <j}

ovat suljettuja lemman 3.28 nojalla. Taten Bairen lauseen nojalla on olemassa
sellainen jo € N, ettd joukolla S;, on sisépisteitd joukon S suhteen. Téten on
olemassa sellainen alue G C X, ettd joukolla A := GNS C S;, on sisdpisteitd
joukon S suhteen ja erityisesti pitee N(z, f, G) < jo kaikilla z € S.

Voidaan siis valita piste 1 € A, jonka geometrinen indeksi N(f(x1), f, G)
on maksimaalinen joukossa A. Olkoon nyt f~1{f(z1)} = {z1,...,x;}. Valitaan
pisteille z;, i € {1,...,j} erilliset ympéristét V; ja merkitddn

Vi=Vinf! (ﬂfV)
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Nyt on voimassa N(f(z1), f,V) = 1. Koska pisteelld x1 on maksimaalinen geo-
metrinen indeksi joukossa A, niin N(f(z), f,V) = 1 pétee kaikilla z € ANV,
vertaa lemman 4.1 todistus.

Joukko ANV =: A’ sisiltdd méaaritelminsi nojalla pisteen p, jossa joukko
A’ separoi joukon G lokaalisti. Olkoon siis D C G pisteen p sellainen yhtendinen
normaaliympéristé kuvauksen f suhteen, ettd D\ A’ on epidyhtendinen. Nyt voi-
daan soveltaa lemmaa 4.4, jonka mukaan kuvaus f rajoittuu homeomorfismiksi
joukossa A’ ja kuvaa kaikki joukon D\ A’ komponentit homeomorfisesti joukon
fD\ f(DnN A”) komponenteille.

Koska piste p kuuluu haarajoukkoon, niin kuvaus f|p ei voi olla pisteessi
p lokaalisti injektiivinen lauseen 2.8 nojalla. Téten 16ytyy kaksi joukon D\ A’
komponenttia Uy ja Us, joiden kuvajoukot fU; ja fUs leikkaavat. Koska lemman
4.4 nojalla kuvaus f kuvaa joukon D\ A’ komponentit homeomorfisesti joukon
fD\ fA’ komponenteille, ovat kuvajoukot fU; ja fUs vilttdméttd samat. Lisdksi
koska kuvauksen f rajoittuma joukkoon A’ on homeomorfismi, on kuvaus

(f|72mD)_1 © (f|71mD): U_lﬁD %U_QHD

my6s homeomorfismi, jonka rajoittuma reunalle on identtinen kuvaus. Téten
lemman 4.3 nojalla alueet Uy ja Us ovat ainoat joukon D \ A’ komponentit.
T&maé on ristiriita, silld nyt joukossa fD\ f(DNA’) on vain yksi komponentti,
jolle alueet U; kuvautuvat homeomorfisesti. Erityisesti alueen D sisépisteisiin
sisdltyvd joukko A N D kuvautuu alueen fD reunalle, mikd on mahdotonta,
koska kuvaus f|y on avoin. O

Haarajoukon kuvan topologisista ominaisuuksista

Haarautuvan peitekuvauksen haarajoukon kuva on myo6skin sisdpisteeton eika
separoi monistoa lokaalisti. Taté tulosta ei kiytetd jatkossa, mutta seuraavassa
kdydaan lapi véitteen todistus. Mikili X on topologinen avaruus, niin avaruu-
den X kohomologiseksi dimensioksi (kohomologiateorian H*(-) suhteen) sano-
taan pienintd lukua k € N, jolle pitee H/T1(K) = 0 kaikilla j > k ja kaikilla
kompakteilla joukoilla K C X.

Koska haarajoukko on sisépisteeton eikéd separoi lokaalisti l&htomonistoa,
niin lauseen [Bor60, 1.4.9.b] nojalla sen kohomologinen dimensio Alexander-
Spanier-kohomologian suhteen on enintédéan n—2. Koska sekd Alexander-Spanier-,
ettéi Cech-kohomologia ovat kummatkin lyhdekohomologioita ([War83, Chap-
ter 5]), niin tuloksen [War83, Corollary, s. 184] nojalla kohomologinen dimen-
sio Alexander-Spanier -kohomologian suhteen on sama kuin kohomologinen di-
mensio Cech-kohomologian suhteen. Edelleen kohomologinen dimensio Cech-
kohomologian suhteen on haarajoukon tilanteessa lahteen [Eng78, s. 95] no-
jalla sama kuin peitedimensio, joka puolestaan yhtyy topologiseen dimensioon
lauseen [Eng78, Proposition 1.6.9.] nojalla. Erityisesti siis haarajoukon topolo-
ginen dimensio dim7(By) on enintédén n — 2.

Koska on voimassa dim7(By) < n — 2, niin lauseen [CH60, Lemma 2.1.]
nojalla pétee dim7(fBy) < n — 2. Topologisen dimension mééritelméisté seu-
raa, ettd joukolla f By el tédten ole sisépisteitd, ja soveltamalla lausetta [HW41,
Theorem IV.4., s. 48] huomataan, ettei haarajoukon kuva separoi lokaalisti maa-
limonistoa.
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4.2 Haarautuvan peitekuvauksen topologisesta asteesta

Kayttamalld edellisesséd kappaleessa haarajoukolle todistettuja ominaisuuksia
saadaan lisdd tietoa haarautuvien peitekuvausten geometriasta.

Lause 4.6. Olkoon f: M — N suunnistuksen sdilyttivi haarautuva peiteku-
vaus kahden suunnistetun n-moniston valilld, U C M prekompakti epdtyhji alue
ja V.C N (f,U)-kelvollinen alue. Tdlloin p(V, f,U) > 0.

Todistus. Merkitaan g := fly: U — fU. Kappaleen 4.1 huomioiden nojalla
tiedetddn, ettd joukko fBy C N on sisépisteeton eikd separoi monistoa N lo-
kaalisti. Koska ympéristé U on prekompakti ja joukko By on suljettu, niin jouk-
ko f[Bf N U] on kompaktin joukon kuvana suljettu. Tistd seuraa, ettd joukko
9B,y on suljettu joukossa fU. Liséksi kuvauksen topologista astetta pisteen suh-
teen méadriteltdessd huomattiin, ettd (f, U)-kelvollisen alueen V valinta joukon
N\ fOU komponentin sisiltd ei vaikuta topologiseen asteeseen. Téten voidaan
olettaa, ettd V N gB, = (). Edelleen voidaan olettaa, ettd alue V on sellainen,
ettd kuvauksen g rajoittuma joukon g~!'V mihin tahansa komponenttiin U;,
j=1,...,k, on homeomorfismi.

Nyt kaavan (10) nojalla aste u(V, f,U) voidaan laskea homeomorfisten ra-
joittumien f|y,: U; — V asteiden summana. Homeomorfismin topologinen aste
on *1 ja koska haarajoukko ei separoi lokaalisti 1ahtdjoukkoa, ei aste voi vaihtaa
merkkid. Taten u(V, f,U) > 1, silld kuvaus oletettiin suunnistuksen siilyttavik-
si, ja viite on todistettu. O

Yhdistdmalld lause 4.6 sekd summakaava (11) ndhd&én, ettd suunnistuksen
sailyttaville kuvaukselle patee seuraava lemma, joka antaa yhteyden haarautu-
van peitekuvauksen topologian ja geometrian vilille.

Lemma 4.7. Olkoon f: M — N suunnistuksen sdilyttivi haarautuva peiteku-
vaus kahden suunnistetun moniston vdililld. Mikdli U C M on alue, niin pdtee

u(f (@), f,U) =2 N(f(y), /,U)  ja  u(f(@),f,U) =iz f),
kun f(x) on (f,U)-kelvollinen piste. Jos lisiksi N(f(z), f,U) = 1, niin

p(f (@), f,U) = i(x; f).

Toisaalta, jos i(w; f) = 1 pitee kaikilla x € f~Y{y} NU, niin on voimassa
u(y, f,U) = N(y, f,U).

Seuraavaksi karakterisoidaan haarautuvan peitekuvauksen haarajoukko in-
deksin avulla.

Lemma 4.8. Piste x kuuluu suunnistuksen sdilyttdvin haarautuvan peiteku-
vauksen f haarajoukkoon, jos ja vain jos patee i(x; f) > 1.

Todistus. Koska kuvaus f on avoin, niin lauseen 2.8 perusteella f on pisteessa
x lokaali homeomorfismi, jos ja vain jos se on pisteesséd x lokaali injektio.

Oletetaan ensin, ettei kuvaus f ole lokaali injektio pisteessé x. T&lloin kaikilla
x € By N U pétee lemman 4.7 nojalla

w(f(x), f,U) = uly, f,U) > N(y, f,U) > 2,
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kun y on pisteen f(x) (f,U)-kelvollisessa ympéristossé oleva piste, jolla on enem-
man kuin yksi alkukuva. Toisaalta, jos f on lokaali homeomorfismi jossain pis-
teen x ympéristossi U, niin f|y: U — fU indusoi isomorfismin H? (fU) —
H! (U). Talldin fU on triviaalisti (f, U)-kelvollinen ympéristo pisteelle f(z),
joten pétee p(f(x), f,U) = 1.

Tama todistaa viitteen. |

Yhdistamé&lla lemman 4.8 ja lemman 4.7 huomiot néhdéaén, ettd kaikilla y ¢
f By pétee

w(y, f,U) = N(y, f,U),

kun y on (f, U)-kelvollinen piste. Koska kappaleen 4.1 nojalla haarajoukon kuva
on sisdpisteeton, patee haarautuvalle peitekuvaukselle

(15) w(y, f,U) = sup N(z, f,U),
zeV

kun V on pisteen y miki tahansa (f, U)-kelvollinen ympéristo.
Seuraava korollaari seuraa vélittomésti yhdistamalla lause 3.30 ja lemma 4.8.

Korollaari 4.9. Olkoon (f;) jono haarautuvia peitekuvauksia B™ — R™, jo-
ka suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti haarautuvaa peitekuvausta
g: B™ — R™. Mikali kuulan B™ suppenevalle jonolle (x,,) pitee x; € By, ddret-
tomdan monella 7 € N, niin

lim z;, € B, .
Jj—o0 J 9

4.3 Polkujen nostaminen

Tassé kappaleessa todistetaan BLD-kuvauksiin liittyvid polunnosto-ominaisuuk-
sia. BLD-kuvauksilla voi nimittdin nostaa polkuja hieman peitekuvausten ta-
paan: erona peitekuvauksiin on kuitenkin se, ettei nostojen tarvitse olla yksika-
sitteisid. Olkoon ¢ > 0 ja A; kumpi tahansa véleisté [0,¢) tai [0, ¢].

Ma4sritelmé 4.10. Olkoot M monisto, 0 < s < ¢, seké v: [0,¢] — M. Polku
a: Ay — M on polun v nosto pisteestd x € f~{a}, jos pitee f oa = v|a, ja
a(0) = z.

Nosto a: Ay — M on maksimaalinen, mikali ei ole olemassa polun - nostoa
o't Ay — M, jolle pitee '|a, = a kun Ay G Ay

Miéritelmi 4.11. Olkoot z1,...,7, € f~'{a} erillisid pisteiti. Kokoelmaa
polkuja {a1, ..., a,,} on sanotaan maksimaaliseksi kokoelmaksi polun v nostoja
pisteista {x1,. ..,z }, mikili

(i) jokainen polku a; on polun v maksimaalinen nosto jostain pisteestd x;,
(ii) kaikilla j on voimassa #{j | ;;(0) = =;} = i(zy; f),
(ili) kaikilla z € M ja kaikilla ¢ on voimassa #{j | a;(¢) = =} <'i(x; f).

Seuraava lause on kirjan [Ric93] lause 3.22. Todistus perustuu polkujen lo-
kaaliin nostamiseen ja pa#tekniikkana kiytetdén induktiota pisteiden lokaalin
indeksin suhteen.
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Lause 4.12. Olkoon f: M — N haarautuva peitekuvaus kahden moniston vd-
lilld, a ja b moniston N kaksi pistetti ja v: a ~ b polku. Tdlloin milli tahansa
kokoelmalla erillisidi pisteiti {x1,...,zx} C f~*{a} on olemassa maksimaalinen
kokoelma nostoja.

Korollaari 4.13. Olkoot M téydellinen polkumetrinen monisto, N' monisto,
f: M — N BLD-kuvaus, v: a ~ b polku, joka yhdistic kaksi moniston N
pistettd seki v € f~1{a}. Télléin on olemassa polun v maksimaalinen nosto
7:10,1] = M, jolle pitee ¥(0) = x ja fo7y =r.

Todistus. Viite seuraa siité, ettd lahtomoniston ollessa tédydellinen, on maksi-
maalisen noston méérittelyjoukon oltava suljettu véli. Toisaalta suljetulla vélilla
madriteltyd polun nostoa voidaan jatkaa lauseen 4.12 nojalla, joten korollaarin
tilanteessa maksimaalinen nosto toteuttaa halutut ehdot. O

Korollaarissa 4.13 mainittua nostoa kutsutaan jatkossa tdydelliseksi nostoks.

5 Konvergenssituloksia

Tassé kappaleessa todistetaan BLD-kuvausten rajakayttaytymiseen liittyvié tu-
loksia. Korollaarina saadaan lause, jonka mukaan BLD-kuvauksen haarajoukon
komplementti on aina kvasikonveksi alue.

Rajakuvauksien olemassaolon osoittamiseksi kiytetdin Arzela-Ascolin lau-
setta. Lauseen muotoilua varten méaéaritellddn, ettd kokoelma F kuvauksia B™ —
R™ on yhtdjatkuva, mikali jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen luku
§ > 0, ettd d(f(x), f(y)) < ¢ kaikilla f € F jax,y € B", joilla pitee d(z,y) < 4.

Lause 5.1 (Arzela-Ascolin lauseen erikoistapaus). Olkoon F yhtdjatkuva ko-
koelma kuvauksia B™ — R"™, joille pdtee

sup || floe < oo
fer

Talloin jokaisella kokoelman F jonolla (fy) on osajono, joka suppenee tasaisesti
kompakteissa joukoissa kohti joukon F kuvausta.

Todistus. Todistus tilanteessa, jossa kuvaukset ovat metriseltd avaruudelta komp-
leksilukujen joukolle 16ytyy lahteestd [Rud87, Theorem 11.28]. Todistus on ident-
tinen tilanteessa B™ — R™. [l

Todistuksissa tarvitaan muutamia Lipschitz-analyyttisid perustuloksia, jot-
ka seuraavaksi esitelldén. Seuraavan lauseen todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta
[Hei05, Theorem 3.1.].

Lause 5.2 (Rademacherin lause). Olkoon f: B" — R™ L-Lipschitz kuvaus.
Tallgin kuvaus f on differentioituva melkein kaikkialla. Erityisesti kuvauksen f

Jacobin determinantti J; on mddritelty melkein jokaisessa pisteessd ja |Jr(x)| <
L™ melkein kaikilla x € B™.

Seuraava tulos on nimeltdén Lipschitz-kuvausten pinta-alakaava. Lause to-
distuksineen 16ytyy esimerkiksi ldhteestd [EG92, Theorem 1, p. 96].
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Lause 5.3. Olkoon f: B™ — R™ L-Lipschitz kuvaus. Talloin jokaiselle mitalli-
selle joukolla A C B™ pditee

INZE /fAN<y,f,A> dmiy).

Seuraavan lemman todistus seuraa lauseen [Ric93, 4.14 Proposition (b)] to-
distusta Lipschitz-analyysin hengessa.

Lemma 5.4. Olkoon f: B™ — R"™ haarautuva peitekuvaus, joka on Lipschitz.
Niissd kuvauksen f haarajoukon pisteissd x € By, joissa kuvaus f on differen-
tioituva, pdtee Jy(x) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd xy on piste, jossa kuvaus f on differentioituva ja pétee
Jr(zg) # 0. Olkoon r > 0 sellainen, ettd

B, := B(xp,r) C B"
ja N(f(xo), f, By) = 1. Koska f(xq) ¢ fOB,, niin on voimassa
c:=d(f(z0),0fBy) > 0.
Téllsin kaikilla t € [0,1] ja v € B(0, 57) pétee

d (f(wo + t‘;) - f(wo),o) _ H flwo + t‘;) — f(xo)
< Llitv]] ¢

=L <L—<ec

’ o+ 1) — £
o

Lisaksi kuvaukset

= flxo+j7'v) — flwo)

j1

suppenevat tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti rajakuvausta v — D f(zg)v,
joten lemman 3.30 nojalla jollain j € N péatee, ettd kuvauksilla

gj: BT —)Rn,

vi= Df(zo)v  ja v gi(v)

on sama lokaali indeksi origossa. Liséksi kuvauksen g; indeksi origossa on sama
kuin kuvauksen f indeksi pisteessé zg.

Oletuksen J¢(xo) # 0 nojalla i(0; D f(zo)) = %1, sillé lineaarinen bijektio on
aina homeomorfismi. Néin ollen i(xg; f) = 1, silld kuvaus f on suunnistuksen
sailyttéva. Erityisesti o ¢ By lemman 4.8 perusteella ja véite on todistettu. O

Lemma 5.5. Olkoon f: B" — R™ haarautuva peitekuvaus, joka on Lipschitz.
Talloin
m(fBy) =0.

Todistus. Lemman 5.4 nojalla BLD-kuvauksen Jacobin determinantti on nol-
la niissd haarajoukon pisteissé, joissa se on maaritelty. Téten pinta-alakaavan
nojalla on voimassa

m(fBy) < N(y,f,Bf>dy:/ 75 =0.
fBy By

Tamaé todistaa viitteen. O
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Polkujen nostamisen sekd pinta-alakaavan avulla voidaan rajoittaa BLD-
kuvauksen geometrista astetta. Seuraava lause todistuksineen on lihteesté [MV88,
Theorem 4.12.]

Lause 5.6. Olkoon f: B"™ — R"™ L-BLD -kuvaus. Tdlloin kaikilla r € (0,1) on
V0IMassa

N(f,B"(0,7)) < L**(1 —r)™™.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd f(0) = 0. Todistetaan, ettd mielivaltaisella y €
R"™ pétee

N(y, f,B"(0,7)) < L*"(1 —r)~".

Kuula B™(0,7) on prekompakti, joten joukko f~1{y} N B™(0,r) on direllinen,
koska kuvaus f on diskreetti. Merkitdan

{x1,...,2} == f~ Yy} n B™(0,7),

missi k = N(y, f, B"(0,7)). Asetetaan b = L=(1 — ) ja miéritelldin jokaisella
e € S" ! polku

Boi [0,) > R, Bi(t) = te.
Olkoon {al,...,a™} polun 3. maksimaalinen kokoelma nostoja pisteisti
{z1,..., 21}
jokaisella e € S™~!. Nyt jokaisella e € S?! ja kaikilla j = 1,...,m pitee
Ual) < Lé(foal) < LEB) =1—r

Téstd seuraa, ettd nostot o ovat téydellisid, silld kullakin on positiivinen etii-
syys yksikkokuulan B™ reunaan.
Maksimaalisen kokoelman ominaisuuksista seuraa, etta jokaisella

€ B"(0,b)\ By

pétee N(z, f, B") > m > k. Soveltamalla pinta-alakaavaa seké tietoa m(f By) =
0 saadaan

/ |Jf(x)|dx:/ N(z, f, B") dz
B R™

:/ N(z, f,B")dz
R™\f By

> km(B™(0,b))
= km(B™)b".

Koska |J¢(z)| < L™ melkein kaikilla = € B™, niin pétee
E<L'™=L>"1-r)"

Tamaé todistaa viitteen. O
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5.1 LQ- ja BLD-kuvausten konvergenssista

Téssé luvussa todistetaan yksi tdmén tyon padtuloksista: jos (f;) on jono L-
BLD -kuvauksia B™ — R™, joille pitee f;(0) = 0 kaikilla j € N, niin jonolla
(f;) on osajono, joka suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti L-BLD
-kuvausta f: B™ — R™. Lokaalisti tasaisesti suppeneva osajono 16ydetaén sovel-
tamalla Arzela-Ascolin lausetta. Tamén jalkeen osoitetaan, etté rajakuvaus on
suunnistuksen séilyttava diskreetti L-LQ -kuvaus ja todistetaan, ettéd diskreetti
LQ-kuvaus on BLD-kuvaus. Viimeksi mainittua tulosta kirjoittaja ei ole ndhnyt
mainittavan kirjallisuudessa.

Téassé kappaleessa LQ-kuvaus f: B™ — R™ on LQ-kuvaus joukon B™ C R"
suhteen.

Huomautus 5.7. L-LQ -kuvaus on aina avoin L-Lipschitz -kuvaus. On avoin
kysymys onko LQ-kuvaus R™ — R" diskreetti kuvaus, kun n > 3. (Katso esi-
merkiksi [BJLT99|.) Téstd seuraisi tésséd kappaleessa todistettavien lauseiden
5.8 sekd 5.14 nojalla, ettd BLD-kuvausten ja LQ-kuvausten luokat ovat samat.

Lause 5.8. Olkoon M tdydellinen polkumetrinen monisto, A C M ja f: A —
N L-BLD -kuvaus. Tdlloin f on joukon A suhteen L-LQ-kuvaus.

Todistus. Olkoon B™(z,r) kuula, joka siséltyy joukkoon A. Viite
fB"(x,r) C B"(f(x), Lr)

seuraa siitd, ettd L-BLD -kuvaus on aina L-Lipschitz kuvaus.
Inkluusio

B"(f(z),L™'r) C fB"(x,r)

riittdd todistaa sellaisille pisteille 2 € A ja siteille 7 > 0, joille pitee, ettd
Bn(x, r) C A. Tamé seuraa siitd, ettd talloin kaikilla ro > 0, joilla on voimassa
B™(x,19) C A, pétee

B (f@), L) = |J B*(f@)L L7 c | FB™(ar) C FB (xmo).
0<r<ro 0<r<ro
Tehdéén vastaoletus, ettd on olemassa sellainen piste zo € A sekéd sdde
ro > 0, ettd Bn(xo,ro) C A, mutta
B"™(f(x0), L™ "ro) ¢ fB"(w0,70).

T&lloin on olemassa piste z € 9fB"(xg,r0), jolle pétee, ettd d(z, f(xo)) <
L7 'rg. Olkoon 0 < & < L™'rg — d(z, f(wo)), valitaan geodeesi a: f(zo) gv 2,
asetetaan

to =sup{t | [0,a(t)] C fB"(wo,70)}

ja merkitddn zg := a(tg).

Valitaan rajoittumalle a|[07t0) tdydellinen nosto § pisteestd zy ja jatketaan
se poluksi v: [0,t)] — M. Nyt v(t9) € 0B(zo,70), silld kuvaus f on avoin.
Kyseinen polku v yhdistéa siis pisteen xo kuulan B(xg, ro) reunaan, mutta polun
~ pituus on

U(y) =4(B) < LU(f o B) = Ll(a) = Ld(z0, f(20))
< Ld(z, f(xg)) < LL™'rg = 70,
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eli () < ro. Tamé on ristiriita, silla kuulan B(zg,ro) keskipisteen etiisyys
reunasta on 7g. Vaite on téten todistettu. [l

Lauseesta 5.8 saadaan paateltyd myos seuraava fakta.

Korollaari 5.9. Olkoot M ja N polkumetrisii monistoja seki f: M — N
BLD-kuvaus. Jos monisto M on tdydellinen, niin kuvaus f on surjektio.

Lause 5.10. Olkoon (f;) jono L-LQ -kuvauksia B™ — R™. Mikdli jono (f;)
suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti jatkuvaa kuvausta f: B™ — R™,
niin rajakuvaus f on L-LQ).

Todistus. Rajakuvaus f on L-Lipschitz, silld se on L-Lipschitz -kuvausten lo-
kaalisti tasainen raja. Erityisesti on voimassa fB(xz,r) C B(f(x), Lr) kaikilla
r € B"jar > 0.

Olkoot xg € B™ ja r € (0,1 — ||zo]||). Todistetaan, ettd kaikilla 0 < ' < r
pitee

fB(xo,7) D B(f(xo), L™ ).

Olkoon y € B(f(xg), L=1r"). Tasaisen suppenemisen perusteella on olemassa
sellainen kg € N, ettd kaikilla k£ > kg on voimassa

y € B(fr(zo), L~'r") C frB(x0,1").
Téaten jokaisella k > ko voidaan kiinnittidé piste
ak € Blzo, ') N fi7 {y}-

Jonolle (x1) 16ytyy kompaktisuuden perusteella osajono joka suppenee kohti
pistetta

2 € B(wg,r") C B(xo,7).
Rajakuvauksen jatkuvuuden perusteella on voimassa f(z) = y, joten
fB(zo,7) D B(f(x0), L™ '").
Viite on taten todistettu. |

Seuraava lemma on ldhteestd [Ric93, Lemma 8.8.].

Lemma 5.11. Olkoon (f;) jono L-Lipschitz-kuvauksia B™ — R™, joka suppenee
tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti jatkuvaa kuvausta. Tdlloin suppenevan
jonon Jacobin determinantit suppenevat heikosti kohti rajakuvauksen Jacobin
determinanttia.

Propositio 5.12. Olkoon f: B™ — R" L-LQ -kuvaus. Tdlloin
m(By) = 0.

Todistus. Tehddéan vastaoletus, m(By) > 0. Valitaan haarajoukon tiheyspiste
2o, ja olkoot r; € Ry, j € N sellaisia lukuja, joille patee
m(By N B(xo,7;))
m(B(zo,7;5))

>(1-357h).
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Talloin kuvaukset

fit B" =R, fi(x) = f(wo +ry7) = f(2o)

Ty

ovat sellaisia L-LQ -kuvauksia, ettd on voimassa m(By,) > 1 — j~! kaikilla
j € N. Lauseiden 5.1 ja 5.8 seké lemman 5.10 nojalla jonolla (f;) on osajono, joka
suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti L-LQ -kuvausta g: B™ — R™.

Koska niisséi haarajoukon By, pisteissid x, joissa BLD-kuvauksen Jacobin
determinantti on mééritelty, patee Jy, (z) = 0, niin erityisesti kaikilla j € N on
voimassa

m(J;H{0}) > m(By,) > 157"

Téaten lemman 5.11 nojalla J,(z) = 0 melkein kaikilla # € B™. Toisaalta pinta-
alakaavan nojalla

0<m(B0,L7Y) <mgB") < [ N(y,g,B")dy= / [yl = 0.
gB™ Bn

Tama on ristiriita ja viite on todistettu. O

Jatkossa merkitddn

((Df(x)) := min [Df(z)v],

lv]=1

kun f: B™ — R" on Lipschitz-kuvaus.
Seuraava lemma on ldhteestd [MV88, Lemma 2.15.]

Lemma 5.13. Olkoon f: B™ — R™ L-Lipschitz-kuvaus, jolle pdtee
L' < UDf@) < IDf@) <L ja Jp(@) 20
melkein kaikilla © € B™. Talldin kaikilla poluilla «: [0,1] — B™ on voimassa
L7(a) < ((f 0 a) < Li(a).
Seuraava lause on muokattu versio lauseesta [MV88, Theorem 2.16.].

Lause 5.14. Olkoon f: B™ — R"™ L-LQ -kuvaus. Jos f on diskreetti, niin f on
L-BLD.

Todistus. Haarajoukon méaaritelméstéd seuraa, ettd B™ \ By on avoin joukko.
Lisdksi diskreetti LQ-kuvaus on haarautuva peitekuvaus, joten kappaleen 4.1
nojalla haarajoukko on sisdpisteeton eikd separoi lahtomonistoa B™ lokaalisti.

Proposition 5.12 nojalla kuvaus f on melkein kaikkialla lokaalisti L-bilip-
schitz, silld homeomorfinen L-LQ-kuvaus on L-bilipschitz-kuvaus. Taten mel-
kein kaikkialla pétee, etté

L™t <UDf(x)) < |Df(x)] < L.

Soveltamalla lemman 5.4 todistusta ndhdaén, etté kaikissa pisteissd x € B™ jois-
sa kuvauksen f Jacobin determinantti on mééritelty, pétee i(z; f) = sign J¢(x).
Koska haarajoukko ei separoi l1ahtémonistoa B"™ lokaalisti, ei topologinen indeksi
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i(+; f) vaihda merkkid haarajoukon komplementissa. Taten myoskiin kuvauk-
sen f Jacobin determinantti ei vaihda merkkidan positiivimittaisessa joukossa.
Erityisesti pétee Jg(z) > 0 (Jf(x) < 0) melkein kaikilla € B™ mikéli kuvaus
f on suunnistuksen siilyttavé (kddntavid). Taten lemman 5.13 nojalla kuvaus f
toteuttaa BLD-kuvausten mééritelméssé esiintyvin epéyhtélon (5) (sivulla 11).
Nyt kuvaus f on L-BLD -kuvaus, silld se on oletuksen mukaan diskreetti, LQ-
kuvauksena avoin kuvaus ja lemman 5.13 nojalla toteuttaa polkujen pituuksiin
liittyvan epéayhtalon. [l

Lauseen 5.14 soveltamista varten osoitetaan, ettd BLD-kuvausten jonon lo-
kaalisti tasainen raja on diskreetti kuvaus.

Lause 5.15. Olkoon (f;) jono L-BLD -kuvauksia B™ — R™, joille pétee f;(0) =
0 katkilla j € N ja jotka suppenevat tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti
jatkuvaa kuvausta f: B™ — R™. Tdlloin rajakuvaus [ on diskreetti.

Todistus. Tehddan vastaoletus, ettd kuvaus f ei ole diskreetti. Talloin on ole-
massa sellainen piste y € R", etti joukolla f~1{y} on kasautumispiste xo € B".
Voidaan olettaa, ettd g = 0 ja f(0) = 0.

Koska kuulassa B™(0, 1) on &iirettdmiin monta pisteen 0 alkukuvaa, niin

)2
jokaisella k£ € N on olemassa sédde rp > 0 sekd sellaiset pisteet z1,...,x €
F~Hy}, ettd kuulat B"(z;, 7)) ovat erillisi ja B™(x;, ) C B"(0, %), kun j =
1,...,k. Valitaan ¢ = 7% ja sellainen indeksi jo, ettd || f — fj,|loc < €. TéllGin

kaikilla j € 1,...,k pétee f;,(z;) € B"(0,¢). Koska kuvaus f;, on L-LQ, niin
erillisten kuulien B™(x;, ry) kuvajoukkojen leikkaus

k
() fioB™ (x5, 7k)
j=1

on epétyhjé. Erityisesti kuvaukselle f;, patee siis

N(fjn B0, ) = N0, £5,, B*(0, 3)) > .

Toisaalta lauseen 5.6 nojalla
1
N(fjoaBn(Ov 5)) < L2n2—n,

josta seuraa ristiriita valitsemalla k& > L?"2~". Viite on tdten todistettu. O

Lause 5.16. Olkoon (f;) jono L-BLD -kuvauksia B — R™, joille pétee f;(0) =
0 kaikille j € N. Tdlloin on olemassa jonon (f;) osajono (g;) joka suppenee
tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti L-BLD -kuvausta f: B™ — R™.

Todistus. Koska kuvaukset f; ovat L-Lipschitz -kuvauksia, niin perhe {f; | j €
N} on yhtdjatkuva. Tdten Arzela-Ascolin lauseen perusteella on olemassa jonon
(f;) osajono (g;) joka suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa kohti jatkuvaa
kuvausta f: B™ — R".

Koska lauseen 5.8 perusteella L-BLD -kuvaukset ovat aina L-LQ -kuvauksia,
niin lauseen 5.10 nojalla kuvaus f on L-LQ. Liséksi lauseen 5.15 nojalla f on
diskreetti. Nyt lauseen 5.14 nojalla kuvaus f on L-BLD -kuvaus ja véite on
todistettu. |
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5.2 Haarajoukon komplementin geometria

Téssé kappaleessa todistetaan, ettd BLD-kuvauksen haarajoukon komplementti
on kvasikonveksi alue, kun 1dht6- ja maalimonisto ovat geometrisia monisto-
ja. Viite ja sen todistus on mukailtu versio artikkelin [MV88] tuloksista, joka
puolestaan nojaa osittain ldhteeseen [Vai88|.

Maaritelma 5.17. Olkoon ¢ > 1. Metrisen avaruuden X osajoukko A on c-
pullea, jos kaikilla x € A ja r € (0,diam(A)) on olemassa sellainen piste z €
B(z,r), ettd on voimassa B(z, L) C A.

Lause 5.18. Olkoot n > 2 ja L > 1. Tdlloin on olemassa sellainen vakio
¢ = c(n, L), etti jokaisella L-BLD -kuvauksella f: B™ — R™ joukko B™ \ By
on c-pullea.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, ettéd jokaisella 7 > 0 on olemassa sellainen L-
BLD -kuvaus f;: B" — R", ettd joukko B™ \ By, ei ole j-pullea. Talloin joukko
By, on %—téysi joukossa B™, eli patee

—n 2
B"(By,, 3) N B" = B".

Téten jokaisella j 16ytyy sellainen piste a; € B™ \ By, ja sdde r; € (0,2), ettd
-—=n . .

kaikille z € B (a;,7;) pétee d(z,By,) < 2% Merkitidn a; = (1 — 4 )ay, jolloin

pitee

v

B"(a}, 5

) C B"(0,ry;) N B"(aj,7;).

Nyt kuvausten
L. Bn Rn . _ Tj . / 2 /
gj: — ) g](w) ) f](aj+r_jx)_f(aj)

haarajoukoille pitee d(z,By;) < 4571 kaikilla j ja kaikilla z € B™. Lauseen
5.16 perusteella jonolla g; on osajono h; joka suppenee kohti L-BLD -kuvausta
h: B® — R". Korollaarin 4.9 mukaan kuvausten h; haarajoukot suppenevat
pisteittdin kohti kuvauksen h haarajoukkoa. Lisdksi jokaisella z € B™ péitee
d(z,Bp) < 4571 kaikilla j. Néin ollen By, on koko B", silli haarajoukko By on
suljettu kuulassa B™. Tédma4 on ristiriita, silld haarajoukolla ei voi olla sisdpis-
teita. |

Ma3sritelmd 5.19. Olkoon ¢ > 1. Metrisen avaruuden kuulat B(z1,71) ja
B(x2,r2) muodostavat c-parin, mikili patee

(a) %7’1 S T2 S 27’1 ja
(b) d(z1,x2) < 4cmax(ry,r2).
Seuraava tulos on artikkelista [V&i88, Lemma 2.14].

Lause 5.20. Olkoon A C X metrisen avaruuden c-pullea osajoukko ja olkoot a
ja b joukon A kaksi pistettd, joiden etdisyyttd merkitadn d(a,b) = r > 0. Tallgin
on olemassa sellaiset joukon A jonot (a;) ja (b;), joille pétee
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(a) d(aj,a) <2797 ja d(b;,b) < 2777 kaikilla j > 0,

(b) Pari (Bi,BY) sekd parit (Bj, Bjt1) ja (B}, Biyy) kaikilla j € N ovat c-
pareja, missa

B = B(aj,rjg) jo Bji= B(bj,ri%),

(¢c) Bj, B} C A kaikilla j € N.

Todistus. Muodostetaan jono (a;), jonon (b;) konstruktio on identtinen. Olkoon
j € N. Koska joukko A on c-pullea, niin kuulasta B(a, 277r) 1dytyy piste a;, jolle
pétee B(a;,277L) C A. Selvisti on voimassa d(a;,a) < 2777 ja d(b;,b) < 277r
kaikilla j.

Néytetaan seuraavaksi, ettd (By, BY) ja (B;, Bj+1) ovat c-pareja. Koska jono-
jen (a;) ja (b;) jAsenet ovat symmetrisessi asemassa, niin samalla todistuksella
my6s (B}, B}, ;) muodostaa c-parin jokaisella j € N.

Huomataan, ettd on voimassa

< 4cmaX(L - ).

T T
< < — - = —
d(a1,b1) < d(a1,a) + d(a,b) + d(b,b1) < 2+r+2 4 52 5

r
2
Koska kuulien By ja Bj séteiden suhde on tasan 1, pari (By, Bf) on c¢-pari. Jonon
(a;) pisteille pétee, ettd
d(aj,aj41) < d(aj,a) + d(a, a;ji1)
<27ip 42771y

: 1
=270 +3)
r r
S 4c IIla,X(QT,C7 QJTlc)
ja kuulien séiteiden suhde siséltyy viliin [1,2]. Téten myds pari (B, Bj41) on
c-pari jokaisella j € N. Liséiksi kuulajonojen mééritelmén perusteella patee B;U
B} C A. O

Huomautus 5.21. Edellisen lauseen antamaa ominaisuutta kiytetadn artikkelis-
sa [HK95| niin sanotun ketjuchdon méérittelemiseen.

Seuraava lemma todistuksineen on muokattu versio artikkelista [Vai88, Theo-
rem 2.15.].

Lemma 5.22. Olkoon M metrinen avaruus ja D C M c-pullea osajoukko. Jos
jokaisen c-parin

(B(w1,71), B(72,72))

keskipisteet x1 ja xo voidaan yhdistid K -kvasigeodeesilla, niin D on 2K -kvasi-
konveksi.

Todistus. Olkoot a,b € D ja r := d(a,b) > 0. Olkoot (a;) ja (b;) lauseen 5.20
antamat jonot. Oletuksen perusteella kaikilla 5 > 1 voidaan valita K-kvasigeo-
deesit

aj:[279—1,279" 1] - D, B;:[2—-279t12-279] 5 D
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sekd v: [0,1] — D, missé
ot a; N~ ajr1, Biibj b ja yiar by
Maaritellddn
0j:[277-1,2-279] =D

asettamalla,

@,

i), kunte 277 —1,277F1 1]
a;(t) = V(t
Bi(

(
), kun ¢ € [0, 1]
t), kunte[2-277F1 2-277]
Muodostetaan o: [—1,2] — D asettamalla
o(t) = lim o,(1).
j—o0

Nyt saadaan epayhtéaloketju

=3 o)+ () + DBy

7j>1 j>1
<ZKd aj,a]+1)+Kd al,bl ZKd j+1
j>1 j>1
SK(> 279r+r4 > 2707
j>1 j>1

=2Kr =2Kd(a,b),
Joten alue D on 2K -kvasikonveksi. O

Lause 5.23. On olemassa sellainen vakio K := K(n, L), ettd kaikilla L-BLD
-kuvauksilla f: B™ — R™ joukko B™ \ By on K -kvasikonveksi.

Todistus. Palautetaan aluksi mieleen, ettd koska joukko By on sisépisteetén
ja suljettu eikd separoi lokaalisti ldhtomonistoa lauseen 4.5 nojalla, on joukko
B"™ \ By suoristuvasti yhtendinen.

Tehdédan vastaoletus, ettd jokaisella 5 > 1 on olemassa L-BLD-kuvaus

fj: B® > R"

seké pisteet a;,b; € B™ \ By,, joita ei voi yhdistdd haarajoukon ulkopuolella
polulla, jonka pituus olisi alle 2jd(a;, b;).

Talloin jokaisella j > 1 voidaan valita sellainen jono (z]l, cel Z) haarajoukon
komplementin pisteitd, ettd peridkkaisten pisteiden vélinen etéisyys on enintdin

puolet kummankaan pisteen etaisyydestd reunaan ja

1—1

Z d(aci, xiﬂ) < 2d(aj,b;).
k=1
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Tutkimalla téllaisten jonojen perikkéisia pisteitd voidaan olettaa, ettd on voi-
massa inkluusio

B"(aj,2d(a;,b;)) C B"

kaikilla j > 1. Liséksi lemman 5.22 perusteella riittédé tutkia haarajoukon By,
komplementtiin sisdltyvien c-parien keskipisteita, silld lauseen 5.18 perusteella
haarajoukon komplementti on aina ¢ := ¢(L, n)-pullea. Téten voidaan olettaa,
ettd patee

2
Bj M ij = @, miss'd Bj = B"(a]—, Ed(a]—, bj))

Olkoon nyt T;: R™ — R™ suunnistuksen sailyttavé affiini isometria, joka vie
pisteen a; origoon ja pisteen b; pisteelle 5 sekéd S;: R™ — R” affiini kuvaus

Sj(x) = 2d(a;,b;)(z — f(a;))
Maaritelldan kuvaukset
hj: B - R", hj=S;of|p,o(Tyls)""

Kuvaukset h; ovat edelleen L-BLD-kuvauksia, kuvaavat origon origolle, ja pis-
teitd 0 ja 5 ei voi yhdistd4 haarajoukon ulkopuolella polulla, jonka pituus olisi
alle j.

Nyt lauseen 5.16 perusteella jonolla (h;) on osajono (g;) joka suppenee ta-
saisesti kompakteissa joukoissa kohti L-BLD -kuvausta g: B" — R™. Koska
kumpikaan pisteistd 0 tai ¢ ei kuulu joukkoon B™(B,;,, %) mill&ddn j > 1, niin
ne eiviat kuulu myoskadn kuvauksen g haarajoukkoon lauseen 3.30 perusteella.
Joukko B™\ B, on suoristuvasti yhtenéinen, joten on olemassa suoristuva polku
a:[0,1] = B"\ By, a: 0~ G-

Seuraavaksi naytetdén, ettd on olemassa sellainen indeksi jj, ettéd kaikilla
J > Jjo pitee |a| N By, = (). Jos mielivaltaisen suurilla j pétisi || N By, # (), niin
korollaarin 4.9 nojalla zy € |a| N By, mikd on mahdotonta. Loytyy siis haluttu
Jo-

Niin ollen suoristuva polku « yhdistéé pisteet 0 ja <+ haarajoukon By,
ulkopuolella kaikilla 7 > jo. Témaé on ristiriita ja vaite on todistettu. [l

Lause 5.24. Olkoot M ja N n-ulotteisia geometrisia monistoja ja L > 1.
Tdlloin on olemassa sellainen vakio K > 1, ettd jokaisen L-BLD-kuvauksen
f: M —= N haarajoukon komplementti on K -kvasikonveksi.

Todistus. Olkoot a,b € M\Bys ja~vy: a o b. Olkoot C’ ja R’ sellaiset vakiot, ettd
monistolla N on (C’, R')-rajoitettu geometria. Valitaan sellainen luku C, ettd
moniston M geometria on (C, R)-rajoitettu jollain R < T/ Téall6in moniston
M jokainen (C, R)-kartta kuvautuu moniston N jonkin (C’, R')-kartan sisaén
kuvauksessa f.

Valitaan nyt vélin [0, 1] sellainen jako

O=ap<a;1 <---<ap=1,

ettd epiyhtdls d(v(a;),v(aj+1)) < & on voimassa kaikilla j = 0,...,k — 1.
T4&ll6in erityisesti kuula

Bum(v(ag), 2d(v(az), v(a;11)))
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siséiltyy aina johonkin (C, R)-karttaan kaikilla j = 0,...,k — 1. Olkoon § > 0 ja
e € (0,(2k)"1(1 4 9)). Valitaan jokaisella j = 0, ...,k pisteet

zj € Bm(v(aj),e) \ By.

Voidaan olettaa, ettd ¢ on niin pieni, ettd jokaisella j = 0,...,k — 2 pisteet x;
ja xj41 sisdltyvit samaan (C, R)-karttaan.

Konjugoimalla sekd skaalaamalla kuvaus f lokaalisti (C, R)- ja (C', R’)-
karttoihin liittyvilla C- ja C’-bilipschitz-karttakuvauksilla ¢c ja ¢cr saadaan
(CC'L)-BLD-kuvaus

- ~ C
f: B" = B"(0,C'LR),  f(z) = dcr o o b5 (Ha).

Lauseen 5.23 perusteella B" \ B on melkein K (C’'CL, n)-kvasikonveksi. Olkoon
j €{0,...,k—1}. T&llsin voidaan pisteet ¢c(z;) ja ¢c(z;41) yhdistdd polulla
;¢ [0,1] = B™ \ By, jonka pituus on enintéén

(K(CC'L,n) + d)d(¢c(x5), dc(wj41))-
Polku +; kulkee erityisesti joukon B 7 komplementissa, joten se voidaan siirtaa

kuvauksen ¢ avulla poluksi 3;: 2; ~ 241, jolle pitee |3;|NBs = 0 ja saadaan

£(B5) < Cl(v;)
< C(K(CC'L,n) + 8)d(dc(x)), o (j11))
< C*(K(CC'L,n) + 8)d(zj, z4,,,).

Luvun e valinnan nojalla on voimassa

N
=

d(zj,zjt1) < 2(1 +e)kd(a,b) < (1+6)d(a,b),

<.
I
o

joten polkujen 3; ketjulle B = 31 x - - - x B;, pétee

k—1 k=1
(B) =D U(B;) = (C*(K(CC'L,n) +6)) Y d(wj,x541)
Jj=0 j=0

< C*K(CC'L,n) + 6)(1 + 8)d(a,b).

Tiéten haarajoukon komplementti on melkein C2K (C'C’ L, n)-kvasikonveksi.
O

Huomautus 5.25. Mikéli monistot ovat my0s infinitesimaalisesti bilipschitz-euk-
lidisia, niin lauseessa 5.24 luvut C' ja C’ voidaan valita mielivaltaisen ldhel-
le lukua 1, jolloin saadaan tulos, jonka mukaan haarajoukon komplementti on
melkein K*(L,n)-kvasikonveksiksi, missé

* . 1

K*(L,n) := LlfgfLK(L ,n),
ja K(L,n) on L-BLD -kuvausten f: B™ — R™ haarajoukkojen komplementtien
optimaalinen kvasikonveksisuusvakio.

Konjekturoimme, ettd K*(L,n) = K(L,n) kaikilla L > 2 ja n > 2. Konjek-
turoimme liséiksi, etté itse asiassa péatee K(L,n) =1 kaikilla L > 2 jan > 2.
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