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Tiivistelma

Téssé kirjoitelmassa méarittelemme vektoriavaruuksien véliselle line-
aarikuvaukselle normin ja laskemme sen eksplisiittisesti yhteenlaskun eri-
koistapauksessa. Kirjoitelman motivaationa on ratkaista J. Koskisen vuon-
na 2006 esittdmé& avoin ongelma: “Hei Rami, miks ton plussan itseisarvo
on kaks?”.
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1 Johdanto

Reaalilukujen itseisarvo on hyodyllinen kisite, silld voimme sen avulla puhua
luvun ’suuruudesta’ ottamatta kantaa sen merkkiin. Erityisen hyddyllinen késite
on silloin, kun haluamme mitata kahden luvun etéisyyttd. Jos kahden luvun
erotus on suurempi kuin miljoona tai pienempi kuin miinus miljardi, haluamme
sanoa ettd kyseiset luvut ovat kaukana toisistaan. Emme siis ole kiinnostuneita
luvun merkistd vaan sen koosta, ja juuri tdmén itseisarvo meille kertoo.

Voimme yleistda itseisarvon késitteen myos n-ulotteisiin Euklidisiin vekto-
riavaruuksiin. Tall6in kilytdmme yleensé itseisarvon sijasta termié normi. Eukli-
disissa avaruuksissa R™ normi edustaa vektorin pituutta ottamatta kantaa sen
suuntaan. Tdman voi nahdé yleistyksend sille, ettei itseisarvo 'née’ reaalilu-
vun merkkid. Voimme nimittéin ajatella, ettd reaaliakselilla on tdsmaélleen kaksi
suuntaa, “+” ja “—”, ja itseisarvo jattda suunnan eli merkin huomiotta kuten
yleisempi Euklidisen avaruuden normi.

Normin kisite osoittautuu kovin hyodylliseksi, ja huomaammekin ettd sen
madrittelyyn ei tarvita valttdméattd nimenomaan Euklidista avaruutta, vaan mi-
ki tahansa reaalikertoinen vektoriavaruus kéy. (Kaikki samaa dimensiota olevat
normilla varustetut direllisulotteiset vektoriavaruudet ovat erifissi! mielessi 14-
hes samoja. Erityisesti siis vektoriavaruus joka ei ole ’oleellisesti’ R™ on yleensa
ddretonulotteinen.)

Méérittelemmekin téssd kirjoitelmassa normin késitteen yleiselle (reaaliker-
toimiselle) vektoriavaruudelle. Tamén jilkeen katsomme miten voimme mééri-
telld normeja vektoriavaruuksiin, jotka on muodostettu jo tunnetuista normilla
varusteteuista vektoriavaruuksista. Lopuksi tulkitsemme reaalilukujen yhteen-
laskun lineaarikuvauksena ja laskemme sille eksplisiittisen normin. T&td line-
aarikuvauksen normia voi kirjoittajan mielestd kutsua ’'plussan itseisarvoksi’.
Huomaammekin, ettd kyseinen normi riippuu tulkinnallamme siité, miten valit-
semme eradseen tuloavaruuteen normin. Téten vastauksemme J. Koskisen esit-
tdméadn ongelmaan sanookin ettd kyse on oleellisesti tietyn normin valinnasta
useiden luonnollisten ehdokkaiden joukosta.

2 Maaritelmia ja perustuloksia

Miéarittelemme aluksi pikaisesti vektoriavaruuden sekd normin kisitteet. Klas-
sinen esimerkki vektoriavaruudesta ja sen normista on Euklidinen avaruus R"™
varustettuna standardinormilla

(@1, el = Vg2 + - + [l

Ma3aritelma 2.1. Olkoon (V) +,-,0) nelikkd, missd V' on joukko, merkki “+”
on joukon V alkioiden yhteenlasku eli funktio

VxV =V, (v,w)bi>v—l—w,

W

merkki on skalaarikertolasku eli funktio

RxV =V, (a,w)—a-w

1Normi tuottaa aina vektoriavaruuteen metriikan. Aérellisulotteisessa tapauksessa annetun
vektoriavaruuden kaikkien normien antamat metriikat ovat topologisessa mielessd samat, eli
ne antavat tdsmalleen samat jatkuvuuskasitteet.



ja 0 € V on Kkiinnitetty vektoriavaruuden piste. Kutsumme téllaista nelikkoa
vektoriavaruudeksi, mikali:

(V1) Laskutoimitus + on joukossa vaihdannainen, liitdnnéinen ja v +0 = v
kaikilla v € V. Liséksi jokaisella joukon V alkiolla v on vasta-alkio —v.

(V2) Kaikilla v,w € V, a,b € R pétee
a-(v+w)=a-v+a-w,

(a+b)-v=a-v+b-vja
(ab)-v=a-(b-v).

(V3) 1gr - v = v kaikilla v € V', missé 1g on reaalilukujen alkio 1.

Kutsumme tésséd yhteydessa joukon V' alkioita wvektoreiksi, kiinnitettya pis-
tettd 0 € V origokst ja skalaaritulon méaritelméssé kiytettyja reaalilukuja ska-
laareiksi. Mikéli a # 0 ja v € V, niin merkitsemme

z = (a71) - v.

Masritelma 2.2. Vektoriavaruuden V' normi on kuvaus
I-llv: V=R,

jolle pétee, etté kaikilla v,w € V, a € R

(ND) v +wlv < [vlv + W]y

(N2) fla-vv = lall[v]v.

(N3) ||v]lv =0 jos ja vain jos v = 0.

Kutsumme normilla varustettua vektoriavaruutta normiavaruudeksi. Jatkos-
sa oletamme ettd V' ja W ovat normiavaruuksia normeilla || - ||y ja || - ||w-

Lineaarialgebran ehka tarkein késite on lineaarikuvaus. Voisi suorastaan sa-
noa, ettd lineaarialgebran mielenkiinnon kohteena ja menetelmien toiminta-
alueena on lineaarikuvausten tutkiminen. Annamme seuraavassa lineaarikuvauk-
sen madritelmén ja huomaamie, ettd saamme kahden normiavaruuden vilisten
lineaarikuvausten joukosta normiavaruuden luonnollisella tavalla.

Maéritelmé 2.3. Sanomme, ettd kuvaus T: V. — W on lineaarikuvaus (tai
adjektiivina lineaarinen), mikili seuraavat ehdot ovat voimassa kaikille v, w €
V,aeR

(L) T(v+w)=T(WV)+T(w)
(L2) T(a-v) = a-T(v)
Huomaamme, ettd voimme maéritelld joukkoon
(1) L(V,W):={T:V — W | kuvaus T on lineaarinen }

vektoriavaruuden laskutoimitukset laskemalla lineaarikuvauksia 'pisteittain’ yh-
teen. Tarkemmin sanottuna meilld on seuraava lause.



Lause 2.4. Olkoon L(V, W) mddritelty kuten kaavassa (1). Mikali T, S € L(V, W)
ja a € R nitn mdarittelemme
(T+S8): VW, (T+S)v)=Tw)+Sw),
(a-T): V=W, (a-T)v)=ua-T(v), ja
OLIV%W, OL(V):Ow.

Ndilla laskutoimituksilla varustettuna joukko L(V, W) muodostaa reaalikertoi-
misen vektoriavaruuden.

Todistus. Lauseen todistus on suoraviivainen vektoriavaruuden maéritelméan 1a-
pikiiynti ja palautuu siihen etti W on vektoriavaruus.? O

Maérittelemme seuraavaksi normin vektoriavaruuteen L(V, W). Antamam-
me normi on alalla standardivalinta.

Maéritelmé 2.5. Olkoon T' € L(V,W). Asetamme
1Tz = sup{[[T(V)[[w = [[v]lv <1}

Mikali V ja W ovat ddretonulotteisia on niiden vilisté lineaarikuvausta tapa-
na kutsua operaattoriksi. Edelleen operaattorien muodostaman avaruuden nor-
mia nimitetdadn yleensad operaattorinormiksi. Vaikka paatuloksemme koskeekin
aarellisulotteista tilannetta, kutsumme silti kuvausta || - ||, operaattorinormiksi,
silla “laskutoimituksen operaattorinormi” on raflaavampi nimi kuin “normi joka
saadaan laskutoimitukselle kun tulkitsemme sen lineaarikuvauksena’”.

Néytetdan nyt, ettd operaattorinormi ansaitsee nimensa.

Lause 2.6. Mddritelmdssa 2.5 muodostettu kuvaus
[ -[l: L(V,W) — Ry
on normi.

Todistus. Kdymme 1&pi méaaritelmén 2.2 ehdot (N1) - (N3). Kdytdmme useam-
massa kohtaa huomiota, ettéd jos Oy # v € V| niin

Erityisesti operaattorinormin mééritelmén perusteella aina jos 0y # v € V|

niin
v
I (& )], <1me
Ivllv / llw

(N1) Olkoot T,S € L(V,W) ja v € V. Jos v = Oy, niin lineaarikuvausten
perusominaisuuksien nojalla

A%

— | =1L
Ivllv

\%4

T(v)=5(v)=(5+T)(v) = 0w

ja taten selvésti
1T+ 5 < Tz + 115z

2Emme itse asiassa tarvitse oletusta, ettd V on vektoriavaruus.



Oletetaan siis, ettd v # Oy ja ||v]y < 1, jolloin

T+ S)Vllw = IT(v) + SOl
< T + 1SV llw
<17l + 1Sl

eli
(T +S)W)ly < ITN L + I1S].

mielivaltaisella v € V, ||[v||y < 1. Valitsemalla supremum yli kaikkien
tallaisten vektorien v, ndemme etté

1T+ S|, < 1T, + (151l -

(N2) Jos @ # A C R ja a € R, niin merkitsemme a - A := {az | z € A}.
Supremumin perusominaisuuksien nojalla (Analyysi I) pétee, ettd jos A
on ylh#élta rajoitettu, niin sup(a - A) = asup A.

Olkoon T' € L(V,W) ja a € R. Nyt &skeisen perusteella ndemme, etti

la- Tz = sup{li(a-T)(V)[w : v eV, |vly <1}

=sup{fla-T(v)w :veV|vly <1}
sup{la[|T(V)|[w : v € Vi |v]v <1}
la[sup{||[T(v)[lw : v € V}[[v]v <1}
= lalll - Tz

(N3) Jos T'= 0y, niin on helppo nihda etté |7 = 0.

Oletetaan, ettd T € L(V,W) ja ||T||r. = 0. Naytdmme ettd talloin T
on nollakuvaus. Olkoon v € V. Mikdli v = 0y, niin lineaarikuvausten
perusominaisuuksion nojalla T'(v) = Oy . Jos taas v # Oy, niin

v
ey =7 (i 5 )|
\%
Joe 7 ()
Ivilv /llw
\%
= vl |7 ()|
Ivilv / llw

< |viviiTle
=0.

Téten ||T(v)|lw = 0, joten T'(v) = Oy silld || - ||w on normi. Koska T ku-
vaa mielivaltaisen vektorin maalipuolen nollavektoriksi, on T" vakiokuvaus
nolla eli vektoriavaruuden L(V, W) nolla-alkio 0y,.

Téten kuvaus || - ||z on normi.



Viimeisend aputuloksena ennen kirjoitelman huipentumaa kéiymme léapi kah-
den normiavaruuden tulona muodostetun joukon rakennetta. Joukkojen V' ja W
karteesinen tulo on joukko

VxW:={(v,w)|veV,weW}

Voisimme maéaritelld tuloon vektoriavaruuden rakenteen ja normin usealla eri
tavalla, mutta luontevimmat keinot ovat seuraavat.

Maaritelma 2.7. Maarittelemme karteesiseen tuloon V' x W laskutoimitukset
ja origon asettamalla

(vi,W1) + (vo, Wa) =(vi + Vo, W1 + Wa),
a-(vi,w1) =(a-vi,a-wq)ja
Ovxw :=(0v,Ow).

On suoraviivaista tarkistaa, ettd saamme tuloksena vektoriavaruuden.

Tuloavaruuden normin voi valita luonnollisesti useammalla eri tavalla. Esi-
tdmme seuraavassa kolme yleisinté keinoa. N&istd normeista tutuin lienee || - ||2
joka antaa tapauksessa V = W = R tavallisen Euklidisen normin. Toiset kak-
si normia saattavat vaikuttaa vierailta, mutta ne ovat joissain tilanteissa hyvin
luonnollisia valintoja tuloavaruuden normiksi.

Maaritelma 2.8. Maarittelemme tuloavaruuteen V' x W seuraavat normit.

[l Vx W =Ry, (v, w)lls = [Ivllv + [Iwllw

[ llz: VX W =Ry, (v, w)llz = \/IIVIT + 1wy

[ lloo: VX W = Ry [[(v, W) loo = max{{[|v]lv, [wllv}.

Jélleen on suoraviivaista tarkistaa ettd kyseiset kuvaukset ovat normeja.

3 Paatulos

Haluamme nyt laskea viimein ’plussan itseisarvon’. Tamé on tyokaluillamme
mahdollista, kunhan tulkitsemme ’plussan’ lineaarikuvauksena ja itseisarvon
lineaarikuvauksen normina. Huomaamme, ettd operaattorinormin maéritelma
riippuu seké 1dht6- ettd maalipuolen normeista. Taméan johdosta tulemme ha-
vaitsemaan ettd 'plussan itseisarvo’ riippuu tulkinnallamme erdan tuloavaruu-
den normin valinnasta.

Todistamme ensin vield yhden lemman.

Lemma 3.1. Olkoon | - || jokin mddritelmdn 2.8 normeista || - |1, || - ||2 tai
I lloo tuloavaruudelle V-x W. Mikdli |(v,w)|| <1 jollain (v,w) € V x W, niin
[vllv <1 ja [fwllw <1.

Todistus. Vaite on symmetrinen vektoreiden v ja w suhteen, joten todistamme
sen vain vektorille v. Huomaammekin heti, ettéa

IVllv < vy + Wl = IV, w1,
Il = /IIvIZ < IV + Wl = (v, w)l2 ja
Ivlly < max{{[vily, [wliw} = (v, ).
Tamaé todistaa vaitteen. O



Seuraava esimerkki ja sitd seuraava lause muodostavat kirjoitelman paatu-
loksen.

Esimerkki 3.2. Voimme laskea yhteenlaskulle normin, kunhan tulkitsemme
yhteenlaskun ensin kahden reaalikertoimisen vektoriavaruuden véliseksi kuvauk-
seksi. Tamén voimme tehdd varsin luonnollisesti asettamalla

S:RxR—=R, Sy =z+y.

Reaalilukujen laskutoimitusten perusominaisuuksien nojalla huomaamme varsin
helposti ettd S on lineaarikuvaus.

Tilanteessamme V =W =R, joten ||-[[v = || |lw = |-]- Merkitsemme aluksi
tuloavaruuden V' x W normia merkilld || - ||, missd ¢ € {1,2, 00}, koska alku-
tarkasteluissa ei ole vélid mitd maaritelmén 2.8 normia kiytdmme kuvauksen S
lahtopuolella. Merkitsemme operaattorinormia merkilld || - ||, vaikka operaatto-
rinormi riippuu ldhtépuolen normin valinnasta. Kéytossé oleva operaattorinormi
on kuitenkin selva kiyttoyhteydesta.

Lineaarikuvauksen S mééritelmén seki kolmioepéyhtdlén perusteella ndem-
me, etta

IS(z,y)| = |= +y| < |z] + [y].

Toisaalta kaikille (z,y) € R?, joilla ||(z, y)||4 < 1, pitee lemman 3.1 perusteella
ettd |z] < 1 ja |y| < 1. Yhdistdméalla ndmé kaksi havaintoa huomaamme etté
valttamitta | S|, < 2.

Meilld on nyt siis yldraja lineaarikuvauksen S operaattorinormille. Laskem-
me tarkan arvon normien || - [j1, || - ||z ja || - || subteen. Kédytdmme hieman
matemaattista kikkailua jotta laskujen mekaniikka helpottuu. Ensinnékin, li-
neaarialgebran ja analyysin perusominaisuuksista seuraa, ettd tapauksessamme
|S(x,y)| = ||S]| jollain (z,y) € R?, jolla ||(z,y)|ls = 1. (Eli meidén ei tarvitse
tutkia vektoreita, joilla ||(z,y)|ls < 1 vaan riitttdé tarkastella yksikkympyréé.
Liséiksi supremum myos saavutetaan jossain yksikkGympyrén pisteessé.)

Il |l1: Jos kitytdmme ldhtopuolella normia || - |1, niin tason yksikkdympyra néyt-
tad neliolta, jonka kirkipisteet ovat pisteissa (41, 0), (0, £1). Suoralla las-
kulla (tai geometrisella symmetrisyysargumentilla) huomaamme, etté kai-
kissa kyseisen yksikkdympyrian pisteissi (x,y) pitee, ettd |x| + |y| = 1,

joten erityisesti normin | - ||; tapauksessa | S||; = 1. Korvaamalla S =: +
ja merkitsemilld operaattorinormia itseisarvolla® saamme siis | + | = 1.

- |l2: Mikéli kiytossimme on lihtépuolella normi || - |2, niin tilanne muuttuu.
Miliili kivtossi lihtéouolell : . tt

Aiempien laskujen perusteella tieddmme etté edelleen valttamatts ||.S]| L <
2, mutta nyt epayhtilo on aito.

Téllaisia pistepareja ovat tdsmélleen pisteet (cost,sint), t € R. Etsimalla
funktion f: R — R, f(z) = |sinz + cosz| suurin arvo v/2 voimme péé-
telld, ettd kun tuloavaruuden normiksi valitaan || - ||, on kuvauksen S
operaattorinormi v/2, eli tissi tapauksessa eri merkinnéilli | + | = /2.

| - lloo: Jos tuloavaruuden normiksi on valittu |||, niin ||(1,1)]|, < 1ja|S(1,1)| =
2. Téten ||S||p =2, eli |+ ] =2.

3Kuten johdannossa mainitsimme, normi on itseisarvon yleistys joten merkinti on luon-
nollinen.



Huomaamme siis, ettd kolmesta normistamme ainoastaan normin |||/ (tun-
netaan myos nimelld sup-normi) valinta saa aikaan tilanteen joka esiintyy J.
Koskisen kysymyksessd. Huomaamme, ettd kyseessd on erédéssi mielessid ainut
normi, joka antaa halutun tuloksen. Koska normeja voi aina skaalata positii-
visella vakiolla, kiinnitdmme skaalauksen tarkastelemalla ainoastaan normeja,
jotka antavat yksikkévektoreiden pituudeksi 1.

Lause 3.3. Olkoon || -||v jokin Euklidisen avaruuden R? normi, jolle pétee ettd
100, D]y = |I(1,0)]lv = 1. Olkoon lisiksi || - || mddritelmdn 2.5 antama ava-
ruuteen L(R?R) liittyvi operaattorinormi. (Maalipuolella standardi itseisarvon
antama normi.)

Nyt lineaarikuvaukselle

S:R* - R, S(x,y)=x+y
patee, ettd ||S|L < 2 ja yhtdsuuruus patee jos ja vain jos || - [[v =1 - ||co-

Todistus. Sivuutamme todistuksen yksityiskohdat. Viite nojaa havaintoon, jon-
ka mukaan normiavaruuksien suljetut yksikkokuulat ovat aina konvekseja seka
skaalaukseemme joka kiinnittda pisteet (+1,0), (0,£1) normin yksikkdympy-
réille. Lisdksi huomaamme ettd normin maardd tdysin sen méarittelemé yksik-
kdympyra. O

Téaten voimme vastata J. Koskisen esittaméin kysymykseen:

J.K.: “Hei Rami, miks ton plussan itseisarvo on kaks?”

R.L.: “Koska summakuvauksen lahtéavaruuteen oli valittu sup-normi.*



