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Tiivistelma
Seuraavassa kirjoitelmassa paneudutaan hetkeksi sithen, miten kihlaus
voidaan tulkita metrisen topologian avulla kahden erillisen joukon yhte-
néistdmisend. Inspiraatio syntyi kurssin “Opettajalinjan tyopaja (Topo-
logia 1)” oppilaan kihlautumisesta, ja kirjoitelma on omistettu E & E:n
kihlaukselle.

Johdanto sekd muutama huomio ihmissuhteen met-
risista ominaisuuksista.

Kirjoitelmassa ihmiset oletetaan metrisiksi avaruuksiksi. Téméa on luonnolli-
nen oletus, silld ihmisille méaéritelld&in usein metrisid ominaisuuksia, kuten pi-
tuus, mutta metriikan tarkka méaritelmé jatetdd kiinnostuneelle lukijalle. Li-
saksi kaikki ihmiset oletetaan yhtenéisiksi, silla kirjoitelman mielenkiintona on
ihmisten viliset ihmissuhteet, joihin ihmisten irtonaiset osat eivit suoraan vai-
kuta.

Jatkossa oletetaan, ettdi Fg,. ja Eg,, ovat kaksi (erillistd) ihmistéd, jotka
dskeisen perusteella tulkitaan yhtenaisiksi metrisiksi avaruuksiksi. Tunnetusti
taydellisid miehid tai naisia ei ole olemassa, ja vaikka olisikin eivit he voisi olla
taydellisid ilman omaa rakastaan. Téten voidaan olettaa, ettd joukot Ep, seka
Eg, eivit ole taydellisiad metrisind avaruuksina.

Henkiléiden Eg, ja Eg,, oletetaan lisdksi olevan onnellisessa parisuhteessa,
jolloin he ovat toistensa kaikkensa, eli voidaan rajoittua tarkastelemaan heidian
yhteisté kaikkeuttaan! X = Eg,UEg,,. Tadmi erillinen yhdiste kahdesta metri-
sestd ihmisavaruudesta ei ole vield metrinen avaruus, (sillé ei ole annettu tapaa
mitata pisteiden x € Eg, ja y € Egy, etdisyyttd) mutta sinne voidaan aset-
taa topologia 7 madrittdmalld, ettd joukko U C X on avoin avaruudessa X
jos ja vain jos joukko U N Eg, on avoin avaruudessa Fg, ja joukko U N Egy,
on avoin avaruudessa Fg,,. Erityisesti voidaan puhua topologisen avaruuden
(X, T) yhtendisyydesta.

Vaikka Fg, ja Eg., muodostavat yhdessad yhteisen kaikkeutensa X, ei ta-
mén kaikkeuden X tarvitse olla (ainakaan a priori) yhtendinen avaruus. Toki
ihmiset voivat yhdessd muodostaa hetkittdin yhtenéisen kokonaisuuden kuten
ne kuuluisat kaksi yossé kohtaavaa laivaa, mutta valtaosan arkipéivistd joutu-
vat ihmiset viettdméaan aidosti erillddn. Myoskin mikéli parisuhdekaikkeuden
topologia méaritelladn kuten yll&, niin pari (Eg,|Fg;,) muodostaa avaruuden
X separaation.

1T4t4 kaikkeutta kutsutaan usein lyhyesti parisuhteeksi.



Kirjoitelman ideana onkin tarjota tdhén epayhtenaisyysongelmaan kihlauk-
sena tunnettu ratkaisu, jossa abstraktilla parisuhdekaikkeuden sekd metriikan
laajennuksella voidaan tilanne vahventaa yhtendiseksi, perédti metriseksi, ava-
ruudeksi. Téméan saavuttamiseksi riittda parisuhteeseen lisdtd yksi piste, nk.
"kihlapiste’ co.

Paatulokset

Parisuhteen X yhtenéistdminen suoritetaan seuraavalla lauseella, jossa parisuh-
teesta muodostetaan vahvempi versio, nk. kihlattu laajennus, lisidmalld pari-
suhteeseen kihlapiste o ja laajentamalla ihmisten Eg,, ja Eg, metriikat tdhan
laajennukseen.

Lause. Olkoot Fg,, ja Eg, kaksi erillistd metristd avaruutta jotka ovat yhte-
néisid mutta epataydellisid. T4lloin on olemassa topologisen avaruuden X yhden
pisteen yhtenistym#? X, eli parisuhteen X kihlattu laajennus.

Todistus. Koska metriset avaruudet Eg,, ja Eg, eivit ole tdydellisid metrisia
avaruuksia voidaan kummastakin valita Cauchyn jonot (z,) C Eg, seki (y,) C
FEgy, jotka eivit suppene.

Valitaan seuraavaksi sellainen alkio/symboli joka ei kuulu avaruuteen X
(kiiytdnnon tilanteissa téllaisen pisteen voi 16ytdd esimerkiksi korukaupasta).
Merkitdan taté niin kutsuttua kihlapistettd merkilld oo, joka symboloi mukavas-
ti sekd darettomyytta, ikuisuutta ettd kahden sormuksen muodossa liittoa.

Merkitaén avaruuksen Eg,, ja Eg, metriikoita dg,, ja dg, ja maaritelldan
avaruuteen X = X U {w} metriikka asettamalla

d(, o) = lim, o0 dpr(z,7,), kunz € FEg,
) hmn—>oo dEm(ZL',ZJn)’ kun z c EEm,

seké

dg.(x,y), kun z,y € Fg,
dgm(z,y), kun z,y € Egp,
dg.(z,©) + dgm(y,©), kunz € Fg,,y € Egm
dpm(r,©) + dg,(y,©), kunz € Egn,y € Eg,.

d(xvy) =

Nyt metrinen avaruus (X, d) on yhtendinen metrinen avaruus (Harjoitus-
tehtéviit 1-2.) ja parisuhteen X kihlattu laajennos. (HT 3.) O

Huomaa, ettd edellisen lauseen johdosta ovat henkilot Eg, ja Eg,, nyt aina
vierekkain, silla (HT 4.) d(Eg,, ©) = 0 ja d(Egm,®) =0, joten d(Eg., Egm) =
0.

2T3m4 ei ole virallinen sana, mutta kahden metrisen avaruuden X; ja Xo yhteen pisteen

yhteniistys on sellainen yhtendinen metrinen avaruus X jolle pétee, ettd on olemassa isomet-
riset upotukset ¢;: X; — X, i = 1,2 joille patee, etta

X \ (L1X1 @] L2X2) = {wo} ja X1 NweXs = 0.

Kaytannossa siis kyseinen yhtendistymé on joukko joka koostuu erillisenéd yhdisteené joukoista
X1, X2 sekd jonkin pisteen muodostamasta yksiostd {xo}.



Harjoitustehtavia:

1.

Todista, ettd joukon X metriikka d on hyvinmaéaritelty ja tdyttda met-
ritkan maaritelman ehdot.

Todista, ettd inkluusiot tg,: EFg, — X sekd tgm: Fpmn — X< ovat
isometrisid upotuksia.

Todista, ettd avaruus X on yhtenéinen metrinen avaruus.

Todista, ettd avaruudessa X pétee d(Eg,,©) = 0 ja d(Egm,©) = 0,
joten d(Eg., Egm) = 0.



