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TrvisTELMA. Téssd tutkielmassa esittelen euklidisten avaruuk-
sien aidoissa alueissa mééritellyn kvasihyperbolisen metriikan kp
kuvauksena ja todistan sen metriikaksi. Lisdksi esitin perustulok-
set metriikan kp arvioimisesta avaruuden R", n > 2 tavallisen met-
riikan avulla. Maérittelen my6s sikarialueet ja esitén niiden yhteyk-
sid, kvasihyperboliseen metriikkaan.
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1. JOHDANTO

Klassisessa kompleksianalyysissd Mobius-kuvaukset muodostavat tér-
kedn kuvausperheen. Kompleksitason yksikkokiekossa ja puolitasossa
maédritelty hyperbolinen metriikka hp on hyddyllinen tyokalu Mdbius-
kuvausten tutkimuksessa. Téssé tutkielmassa esiteltivi kvasihyperbo-
linen metriikka kp voidaan tulkita hyperbolisen metriikan yleistykseksi,
silla vaikka kvasihyperbolinen metriikka yhtyy hyperboliseen metriik-
kaan vain puolitason tapauksessa, niin yksikkokiekossa D péatee kui-
tenkin arvio kp(z,y) < hp(x,y) < 2kp(z,y) kaikilla yksikkokiekon
pisteilld x ja y.

Kvasihyperbolisen metriikan arvioitavuus euklidisen metriikan avul-
la on osoittautunut nappérdaksi tavaksi karakterisoida avaruuden R”
sikarialueet, [GeOs| ja [Vuo88|. Myos kvasikonformisen homogeenisuu-
den tutkimuksessa on 10ytynyt kiyttoa kvasihyperboliselle metriikalle,
|GePal.

Kvasihyperbolista metriikkaa on tutkittu 1970-luvulta koska sen on
havaittu olevan huomattavan hyodyllinen kasite analyysin tutkimuk-
sessa. Késitteen maaritteli ensimmaisend Frederick W. Gehring oppi-
laineen, |GePal.



2. PERUSOMINAISUUKSIA

2.1. Merkint6ja. Tulemme koko tutkielman ajan tarkastelemaan euk-
lidista avaruutta R"™ sekd sen osajoukkoja. Oletamme ettd, n > 2. Mi-
kéli avaruuden R"™ aito epéityhji osajoukko D on alue, eli avoin ja yhte-
nédinen, kutsumme siti aidoks: alueeksi avaruudessa R™. Kahden ava-
ruuden R™ pisteen x ja y etdisyyttd euklidisessa metriikassa merkitdan
d(x,y) ja avaruuden pisteen x etdisyyttd epatyhjastd joukosta D C R”
euklidisessa metriikassa merkitaan

d(x,D) = inf{d(x,a) | a € D}.

Joukon D reunaa eli niiden pisteiden joukkoa, joiden jokainen kuu-
laympéristo leikkaa seké joukkoa D ettd sen komplementtia merkitain
oD.

Kaytetddn seuraavia lyhenteitd tutkielman kannalta tarkeistd jou-
koista:

I=10,1, Ry =10,00 ja
I,y ={v:I— D|~(0)=xv(1) = y,v paloittain C'-polku},

missd D on avaruuden R™ aito alue. Lauseissa ja méaritelmissad pu-
hutaan aina jostakin tietystd kiintedstd aidosta alueesta, joten emme
joudu epaselvyyksiin polkuperheestd I', , puhuessamme.

Polun ~ euklidista pituutta merkitsemme [(vy). Mikili a ja b ovat
pisteitd polun v kuvalla, niin merkitdan nédiden pisteiden viliin jaavaa
polun osaa y(a,b). Jos v; € 'y, ja 72 € [y ,, niin merkitsemme néiden
polkujen kompositiota vy, € I'y ..

2.2. Maarittely. Kompleksitasossa yksikkdkiekon D hyperbolinen met-
riikkka h voidaan maaritelld asettamalla

ho(r,y) = inf / p(s)|ds].
Y

z,y

missi p(s) = Joissain lahteissd hyperbolinen metriikka mééri-

1—|s|?
telladn vastaavall!x 1|:avalla, mutta kertoimella yksi, esimerkiksi [Lehto].
Syitd kertoimen kaksi valintaan 16ytyy muunmuassa artikkelista [Mil].

Koska méaéritelmé on annettu yksikkokiekossa polkuintegraalin avul-
la, tuntuisi luontevalta ettd maaritelman voisi yleistad kaikkiin alueisiin
joissa integraalin voi mielekkddsti maéritelld ja saamme aikaan metrii-
kan. Tdméa ajatus johtaa seuraavaan kisitteeseen.

Maaritelma 1. Olkoon D avaruuden R™ aito alue. Mddritellddn ku-
vaus kp: D x D — R, asettamalla

kp(x,y) = inf /d(s,E)D)_1|ds|

Y€,y
5
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kaikilla x,y € D.

Joukko D on alue, joten se on avoin, eli se ei sisdlld yhtdin reu-
nansa pistettd. Téaten d(xz,0D) > 0 kaikilla = € D. Erityisesti poluilla
~v: I — D pétee d(y(t),0D) > 0 kaikilla t € I. Avaruuden R" avoin yh-
tendinen osajoukko on paloittain C'-polkuyhteniinen, joten jokainen
osajoukon D pistepari voidaan yhdistdd paloittain C'-polulla. Niis-
td seuraa, ettd kuvauksen madritelméassa esiintyvd integraali voidaan
maédritelld jokaisella joukon D pisteparilla. Integraali otetaan kaaren-
pituuden suhteen, ja etiisyysfunktio on aidosti positiivinen, joten jokai-
nen integraali on positiivinen. Koska joukko D oletettiin epéatyhjiksi,
niin infimum integraaleista on fskeisen perusteella olemassa seké vélilta
0, ool. Liséksi oletimme joukon D epétyhjéksi, joten kaikille joukon D
pisteille z pétee d(x,0D) < co. Kuvauksemme on siis hyvinmaaritelty.

Infimumin ottaminen voidaan ajatella siten, ettd metriikkamme ha-
luaa minimoida kyseessd olevan painotetun polun pituuden. Reunan
etdisyyden kianteisarvo painokertoimenaan voimme siis ajatella etti
kvasihyperbolinen metriikka ’etsii’ polkua joka on yhté aikaa mahdolli-
simman lyhyt euklidisessa mielesséd sekd mahdollisimman kaukana reu-
nasta. Esimerkiksi kuvassa 1 olevista poluista 73 olisi luultavasti pai-
notetun pituuden mukaan lyhin.

Kuva 1

Kvasihyperbolinen metriikka peréti ’saavuttaa’ infimuminsa jollakin
perheen I'; , polulla. Toisin sanoen voidaan osoittaa, etta jokaista aidon
alueen pisteparia z, y kohti on olemassa niin kutsuttu kvasihyperbolinen
geodeest, v, € 'y, jolle pétee, ettd

|ds]

kp(a,y) = /7 d(s,0D)
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Tamé antaisi myGs yhden tavan osoittaa metriikan ehto (M3).
Lause 1. Kuvaus kp on metriikka.

Huomautus 1. Koska madritelma on annettu kayttamalld integraalia
ylt kaarenpituuden, Lauseen 1 todistus vaatii polkuintegroinnin perustu-
loksta. Ndiden tulosten tdssd tutkielmassa todistaminen veisi huomat-
tavasti tilaa, ja ne loytyvit vektorianalyysin perusoppikirjoista, joten
sivuutan todistukset.

Todistus: Todistetaan viite metriikan ehto kerrallaan. Olkoot =,y ja z
joukon D pisteité.

(M1): Viite: kp(x,2) < kp(z,y) + kp(y, 2). Olkoot v € T',, ja
Y2 € T'y.. Nyt 7172 on paloittain C'-polku pisteestii x pisteeseen z.
Tallsin

. |ds| / |ds|
— qnf [ AL 198l 2.1
kple,z) = If / d(s,0D) = | d(s,oD) (21)

Y Y172
Palauttamalla integroiminen integrointiin yli vilin saamme integraalille
yli polkujen komposition arvion

|ds| |ds| |ds|
/ d(s,0D) S/d(sﬁD) +/d(s’ap)‘ (2.2)

Y172 71 72
Kohdat (2.1) ja (2.2) yhdistdmalld saamme mielivaltaisille poluillemme
7 € 'zy ja 12 €'y . epéyhtalon

ki, 2) < /d(s,&D)‘l\dsl +/d(s,8D)‘1|ds|,
71 Y2

ja koska infimumin ottaminen sailyttaa jarjestyksen, ja epayhtalo patee
mielivaltaisille poluille v, ja 7., saamme

kp(z,z) < kp(z,y) + kp(y, 2).

(M2): Viite: kp(x,y) = kp(y, z). Olkoon vy € I', ,,. Merkitédén polun
Yo kdanteispolkua 75~ . Huomataan, etta

/d(s,aD)l\dS\ = /d(s,@D)l\ds\. (2.3)

Y0 v
Kuten askeisessa kohdassa saamme

kp(z,y) = inf /d<s,ap)—1\dsyg/d<s,8p)—1|ds|. (2.4)

V€ 2,y
¥ v
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Téamén jalkeen voimme kohtia (2.3) ja (2.4) hyodyntdmalld ja infimu-
min ottamalla todeta, ettd kp(z,y) < kp(y, x), silld polku 7, oli valittu
mielivaltaisesti. Tamé padttelyketju oli symmetrinen pisteiden x ja y
jarjestyksen suhteen, joten identtiselld paédttelylla saamme, ettd myos
kp(y,z) < kp(z,y), joten véilttdmattd kp(z,y) = kp(y, ).

(M3): Viite: kp(x,y) = 0, jos ja vain jos x = y.

Jos x = y, niin viite on selvi, koska vakiopolku antaa painotetulle
integraalille arvon nolla, jolloin kp(x,y) = 0.

Olkoon siis kp(z,y) = 0. Kvasihyperbolisen metriikan mééritelmén
nojalla tdma tarkoittaa tdsmélleen sitd, ettd mielivaltaista positiivis-
ta reaalilukua e kohti 16ytyy paloittain jatkuva polku ~., jolle pitee

[ d(s,0D)~tds| < e. Metriikan saadaksemme viitdnkin nyt, etté vélt-
ve
tamatta r = y.

Vastaoletus: x # y. Avaruus R"” on Hausdorffin avaruus, ja D sen
avoin osajoukko, joten 16ydamme pisteelle x kuulaympériston, jolle pé-
tee B(z,7) C D,r >0, jay & B(x,r). Merkitddn U, := B(x, ). Jos
a € U,, niin saamme kuvaa 2 tarkastelemalla ja euklidisen metriikan
kolmioepéyhtiloa soveltamalla epdyhtalon

d(a,dD) < d(a,z) + d(z,dD) < g +d(z,0D).

Olkoon nyt 3 polun ~, se (aito) alkusegmentti, joka sisiltyy joukkoon
U,. Kayttamalla hyvaksi tietoa, ettd integraali yli osapolun on enintdan

integraali yli koko polun sekd dskeistd huomiota saamme
7



/d(s, OD)|ds| > /d(s, OD)|ds| > /(g + d(x,0D))"|ds|
e B B
r LT _1
Luku (% +d(x,0D))"" on ainoastaan pisteistd « ja y riippuva vakio,
joten dskeisen perusteella valittaessa
1r

r
(= D)) !
e<22( +d(z,0D))

2

saamme ristiriidan.

Kuvaus kp on siis metriikka.

2.3. Arviointiominaisuuksia. Olemme siis saaneet méaariteltyd met-
riikkan ehdot tdyttdvin kuvauksen. Kutsumme avaruuden R™ aitoon
alueeseen D liittyvad metriikkaa kp alueen D kvasihyperboliseksi met-
ritkaksi. Madrittelyn jalkeen siirrymme tutkimaan metriikan hyodyl-
lisid ominaisuuksia. Kvasihyperbolisen metriikan méarittelemé joukon
D topologia on sama kuin joukon D relatiivitopologia avaruuden R"
tavallisessa topologiassa. Puhtaasti topologisesta nikokulmasta kvasi-
hyperbolinen metriikka ei siis ole erityisen mielenkiintoinen. Osoittau-
tuu kuitenkin, ettd metriikkamme arvioitavuus euklidisen avaruuden
tavallisen metriikan avulla liittyy joukon D térkeisiin analyyttisiin ra-
kenteisiin. Ennen kuin jatkamme tdta ajatusketjua, todistamme, etti
metritkkaamme voi aina arvioida alhaaltapiin avaruuden R"™ tavallisen
metriikan avulla. Ensimmaiseksi todistamme pienen apulauseen.

Lemma 1. Olkoot k > 1 ja 0 < r. Tdlloin
k" —1>logk". (2.5)
Todistus: Viite on yhtapitavad viitteen
fi[1,00[— R, flk):=k —1—1logk" >0
kanssa. Viitteen todistamiseksi tutkitaan kuvauksen f derivaattaa va-
1ill& |1, oo:
rlr—1

70y =it =

=rk! (K" —1) >0.
——
>0 >0, kun k>1
Kuvaus f on dskeisen perusteella aidosti kasvava vililla |1, co[ ja f(1) =

1 —0—1=0, joten vaite patee.

Lause 2. Olkoon D avaruuden R™ aito alue. Tdlloin

kD(xmy) Z lo (26)

d(y,0D) ‘

& 4(z,0D)
8



76

d(z,y)

k >1 —+1 2.7
kaikilla x,y € D.

Todistus: Aloitetaan todistamalla epayhtils (2.6).

Olkoot z ja y aidon alueen D pisteitd, sekd v € I'; ,. Merkitdén koko
todistuksen ajan

a=d(z,0D), b=d(y,0D), d(t)=d(v(t),0D).

Todistus on symmetrinen pisteiden x ja y jarjestyksen suhteen, joten
voimme olettaa, ettd a < b. Mikéli olisi a = b, niin véite olisi tosi, silld
log 1 = 0. Oletetaan siis, ettd a < b.

Olkoon m € N, m # 0. Merkitdin

0= (%)

Luvuille ¢; toteamme seuraavat ominaisuudet

t; = min {t € [0, 1]

O=to<t1 <---<t, <1, (2.8)
d(t;) =c;  ja (2.9)
kaikilla t € [0,¢;] pétee d(t) < ¢;. (2.10)

Merkitddn polun v rajoittumaa vilille [t;_q,¢;] merkilld ;. Kéyt-
tamadlle luvuille ¢; todettuja ominaisuuksia sekd Lemman 1 antamaa
epayhtilod ndemme, etta

[
5, d(s,0D) o dt) T, J !

COei—cia _ AE)" = A(F)

)
“ 20K ()

6 () )= O )

1

(%) 1og ) ) _ (2)" 1og 2

’ a(f)™) NPT
Nyt kohdan (2.8) perusteella avoimet vilit ]¢;_;,¢;[ ovat erillisid, jo-

ten polun ~ polkuintegraali yli vilin [0,1] on enintdédn integraali yli

nédiden avoimien vilien yhdisteen. Reaaliakselin vilien reuna on nolla-

mittainen, joten integraalin arvo yli avoimen vilin on sama kuin in-

tegroitaessa yli suljettujen vilien, joten voimme hyodyntda askeista
9
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yhtéiloketjua, ja saamme
d 14 m tj d m - )
/d<s|,2|D>:/o %ZZ/,, c|i<_§ Z< ) S
= (5) e = () e T2 —(>110g§~

] 1 Gi-1

Viite péatee kaikilla m, joten polullemme pitee

|ds| b d(y,0D)
———— >log— =log ———=.
d(s,0D) a d(xz,0D)
Koska infimumin ottaminen siilyttad jarjestyksen, niin ottamalla infi-
mum yli integraalien saamme ensimmaisen véitteen. Arvion itseisarvot

seuraavat metriikan ominaisuudesta (M2) seki logaritmin ominaisuu-
desta

Epdyhtdlon (2.7) todistus.
Huomataan aluksi, ettd kolmioepayhtalon perusteella mielivaltaisella
v e I'y, pitee

d(y(t),0D) < d(y(t),x) + d(xz,0D) = d(y(t), x) + a. (2.11)

Ennen kuin kiytamme tita hyodyksi seuraavassa arvioketjussa huoma-
taan vield, ettd polkuetiisyys kahden polulla olevan pisteen ~y(0) ja ~(¢)
valilla on vdhintddn ndiden pisteiden euklidinen etdisyys eli

1(y(7(0),7(2))) = d((0),7(t)) = d(z,~7(t)) = d(¥(t), z),
joten vaihtamalla etdisyyttd jonka suhteen integroimme polkuetéisyy-
desté euklidiseen saamme toisen arvion seuraavaan yhtaloketjuun.

|ds| B ! |dt| (211) 1 |dt|

/y 03D~ )y 000 2, T
Yod(zoy(t) a+d(@ (1)) dx

= /o d(y(t),z) +a L-l—d(a:,w(O)) x

= log(a + d(z,y)) — log(a + 0)

= log (%(x,y)) = log (d(i’ v + 1) .

Jalleen kerran &dskeinen pétee mielivaltaiselle v € I'; ,, ja infimumin
ottaminen siilyttaa jirjestyksen, joten véite (2.7) pétee.

Huomautus 2. Metriikan ominaisuuden (M2) nojalla pisteiden x ja
y paikkaa saa vaihtaa kaavoissa (2.6) ja (2.7).

Huomautus 3. Askeiseen lauseen tulos antaisi meille myds erddn ta-

van todistaa kvasihyperbolista metriikkaa koskeva ehto (MS3).
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Maaérittelen seuraavaksi apukuvauksen arviotulostemme merkintéjen
yksinkertaistamiseksi. Olkoon siis jp: D x D — R,

: 1 d(z,y) d(z,y)
=-1 ——— 1) —==+1]].
inte) =318 | (7755 +1) (a0, 907
Lause 3. Jos D on avaruuden R™ aito alue, niin kaikille x,y € D
pdt@@ ]D(xay) S kD('m?y)

Todistus: Viite seuraa logaritmin ominaisuuksista sekd epayhtalosta

(2.7):

o () L (S0

27 1 1
< §kD(x7y) + §kD<x’y) = kD<x7y)'

Kuvaukset jp ja gp ovat itse asiassa metriikoita, mutta sivuutan té-
mén todistuksen, silld kiytdmme kuvauksia vain hyperbolisen metrii-
kan arviointiin, emmeké niinkddn etdisyyden mittaamiseen. Kuvausta
Jp tosin kiytetddn joissain kvasikonformikuvausten arvoinneissa kvasi-
hyperbolisen metriikan tapaan. Katso esimerkiksi [GeOs|.

Maéaritelmi 2. Avaruuden R™ aito alue D on uniforminen alue, mikd-
li on olemassa sellaiset reaaliset vakiot a,b > 0, ettd jokainen pistepari
x1, Ty € D voidaan yhdistid paloittain C*-polulla v: I — D, jolle pitee

l(’y) < ad(x17x2)a
(2.12)
min,;—y 2 [(y(x;,x)) < bd(x,0D) kaikilla v € Im~y.

Huomautus 4. Uniformisia alueita kutsutaan myds sikarialueiksi, ja
kdytamme tata nimed koko loppututkielman ajan kahdesta syysta. En-
stnndkin nimi stkarialue juontuu uniformisten alueiden geometriasta ja
on siten kuvaavampi kuin uniformisuus, ja toisekseen termad uniformi-
nen avaruus kdytetddan topologiassa, tastd loytyy esimerkiksi lihteestd
[Bo|. Mddritelmdssi kdytetian nimed uniforminen alue, jotta lukijan
tiedonhankinta helpottuist.

Pohditaan hetken aikaa Mé&éiritelmén 2 antamaa geometrista tietoa,
jotta voimme piirtéd sikarialueista havainnollistavan kuvan. Ensimméi-
nen ehto kertoo meille, ettd pisteiden ’polkuetiisyys’ pitdd olla samaa
suuruusluokkaa kuin niiden euklidinen etiisyys. Esimerkiksi alhaalla
olevan kuvan oikeanpuolisissa alueissa tamé ehto ei pade, silli mieli-
valtaisen ldheltd toisiaan l6ytyy pisteitd, joiden valilld on liian suuri
'rako’.

11



Toinen ehto kertoo meille, ettd sikarialue on keskeltd pulleampi kuin
reunoilta. Kuvassa 3 on yritetty havainnollistaa titad ideaa, silld ehto
kertoo meille, ettd pisteen ympérille voi piirtdd aina sikarialueeseen
sisdltyvian kuulaympériston, jonka side on samaa suuruusluokkaa kuin
pisteen polkuetdisyys ldhempédn pédtepisteeseen.

Sikarialue on siis jirkevd suomennos uniformiselle alueelle, tosin
kroissantti- tai banaanialuekin voisi toimia. Tdméan alustuksen jilkeen
siirrymme sikarialueiden ja kvasihyperbolisen metriikan yhteyksiin.

el

Sikarialue Ei sikarialueita

Kuva 3

Tarvitsemme seuraavan lauseen todistusta varten pienen apulauseen.

Lemma 2. Olkoon b > 0. Tdlloin

b+1
bl —_— 1.
s ("357) <

Todistus: Pidetddn tunnettuna, ettd kaikilla x > 0 pitee logz < .
Tutkitaan nyt viitettd kahdessa eri tapauksessa.
Oletetaan ensin, ettd b < 1. Talloin

b+1 b+1 b+1 1+1
() <0 ()= (7)< (557) =

Toisaalta, jos b > 1, niin

b+1 b+1\° b+ 1\° 1 1\*
blog ( —— | =log { —— — ) =(z+5) <1’=1
Og(%) Og(Qb)<<2b) (2+2b)<
Taten vaite on tosi.

Lause 4. Avaruuden R™ aito alue D on sikarialue, jos ja vain jos on
olemassa reaaliset vakiotl ¢ ja d siten, ettd

kD<x7y) S CjD(Iay) + d
12



kaikilla aidon alueen D pistepareilla x ja y. Tdalloin voimme valita
¢c = 2bjad = 2b+bloga+ 1), missi a ja b ovat sikarialueiden
mdadaritelmdassd mainitut alueen D geometriaan littyvdt vakiot.

Todistus: Tulemme téssa tutkielmassa todistamaan vain toisen suun-
nan eli ettd jos D on sikarialue, niin 10yddmme ylla mainitut vakiot ja
siten saamme arvioitua metriikkaa kp ylospéin. Toisen osan todistus
16ytyy artikkelista [GeOs].

Olkoon v Mééritelméassa 2 annettu polku. Valitaan zq € Im(7), jol-
le patee, ettd [(y(xq1,20)) = (y(x2,70)). Tdma on mahdollista, koska

kuvaus ¢t % (1(y(z1,7(t))) — 1(y(zo, ¥(t))) on jatkuva kuvaus kompak-
tilta joukolta reaaliluvuille, ja saavuttaa siten kaikki arvonsa arvojen
g(0) > 0 ja g(1) < 0 vélista, eli erityisesti arvon nolla.

Todistetaan ensin, ettd

d(l‘l, ZEQ)

— 11 141 1 2.1
d(xj,f)D)+ )—l—b( +loga) + 1, (2.13)

kp(x;,zo) < blog (

kun 7 = 1,2. Apuviitteemme on symmetrinen pisteiden z; ja x5 suh-
teen, joten todistetaan tapaus j = 1.
Tutkitaan kahdessa eri tapauksessa.

1° Oletetaan ensin, etté

l(y(z1,20)) < Fbld(xl,(’?D). (2.14)

Aluksi erikoisen tuntuinen oletus havaitaan pian hyddylliseksi. Valitaan
x € y(x1, o). Tall6in soveltamalla ensin kolmioepayhtiloa ja sitten tie-
toa siité, ettd kahden pisteen vilisen polun pituus on vahintdan niiden
euklidinen etdisyys, saamme

Téstéd puolittain vihentdmalla [(y(z1, x)) saadaan
d(mh aD) o l<7($1> 1‘)) < d(l’, aD)

Nyt kdyttamalla oletusta huomaamme, ettéd

d(x1,0D) — l(y(z1,x)) > d(x1,0D) — b—l—le(ml’ oD)

b 1

Yhdistamaélla kaksi viimeistad arvioketjua saamme

1
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Téaten hyodyntamaélld tata epayhtilod sekd oletusta saamme

AR L
D 1,40) > S Ay = 1 1/ A
y(x1,20) d(S, aD) ~y(x1,20) b_i%d(mla aD)

1 1
— 1) — 1 = 1) —
O+ )55 / s = 0 ) i e, a)
(2.14) 1 b
< —
< 0+ g gpr i D) = b
eli

Sikarialueiden méadritelméssi arvioista (2.12) seuraa, ettd on oltava
a > 1, silld kahden pisteen vilisen polun pituus on valttamatta vahin-
taan pisteiden euklidinen etdisyys. Téaten erityisesti loga > 0, joten
1+ loga > 1. My6skin

d(ZL'l,.Z'Q) d(l’l,l'g)
d(l’l,xo) d(l’l,l'o)

Yhdistdmalla tulokset (2.16) ja (2.17) saamme viimein

> 0 eli erityisesti log ( + 1> > 0. (2.17)

d(,Il, 1'2)

k(a:mxo)Sb:b-o+b-1gblog(m
1,40

+ 1) +b(1 + log a)

< blog dlz, ) +1) +0b(1+loga)+1,
d(l’l,{lfg)

eli epayhtilon (2.13).

2° Oletetaan seuraavaksi, ettd (2.14) ei pide. Valitaan nyt
y1 € Im~y(xq1, o) siten, ettd

17 (e1,m)) = (o, 0D). (2.18)

Valinta on mahdollinen, koska oletimme etta

b
L(y(z1,m0)) > H—ld(xl,ﬁD),

ja kuvaus t 5 I(y(z1,(t))) on jatkuva kuvaus kompaktilta joukolta
reaaliluvuille, ja saa siten kaikki arvonsa lukujen ¢(0) = I(y(xy, x0)) ja
g(1) = 0 vilisté.

Olkoon nyt = € Imy(y;, xo). Kuva 4 havainnollistaa tilannetta. Pis-

teiden o ja x; valinnan johdosta voimme kiyttaé sikarialueen ensim-
maistd ominaisuutta:

l(y(z1,2)) < bd(xz,0D), joten %l(”y(xl,:c)) < d(z,0D). (2.19)

14



Kuva 4

Merkitddn 3 = 7y, 2,). Sovelletaan seuraavassa Lemman 2 tulosta.
Kéyttamalla saamaamme arviota polun [ pisteiden etdisyydesti jou-
kon D reunasta seké oletusta (2.18), saamme pisteiden z ja y; valinnat
mielessa pitien, etté

kp(y1,x0) =  inf / . </ 3
p(Y1, To  0ELyy a0 )y, d(s,0D) — /5 d(s,0D)

(2.19) |ds| 1 |ds| 1v(@18M) gy
<y / L - / S L — / dr
8 [(y(z1,8)) o Ly(x, B(2))) I(v(z1,800) <L

= blog(I((x1,0))) — blog(l(v(x1,1))) = blog (%)

(2.18) b+ 11(y(x1,20))\ b+ 11(vy(xy,z2))
blog( b d(z,0D) )—blog< % d(110D) )

~ blog (M) + blog (”_1) < blog (M) 1
_— 2/

<1

(2.12) ad(xy, ) d(z1, 2)
< blog [ =20 41 < bl — B2 ) 1
= Og(d(:pl@D) Fr<bloea\ gap) )T

Nyt siis

d
kD(yth) S bl()ga (d(xth)

T 1)+
15



ja kohdan 1° todistusta mukailemalla saadaan my6skin kp(xq,y;) < b.
Kayttamalla kolmioepayhtdlod saamme siis

d(l’l, 1'2)

kp(z1,20) < kp(w1,91) + kp(y1, z0) < bloga (W

+1)+1+b

d
< blog M—l—l +b(1 +loga) + 1,
d<$1,$0>

silla loga > 0. Viite siis pétee.

Olemme siis todistaneet, etti arvio (2.13) pétee kun j = 1. Koska
tapaus j = 2 on todistuksen suhteen tdysin symmetrisessi asemassa,
seuraa viite (2.13) kokonaisuudessaan. Nyt saamme viimein tdmén ar-
vion seké kolmioepédyhtilon avulla, etté

kp(xy,x2) < kp(x1,x0) + kp(x2, )

2.13) T1, o)
< bl d 1 (1+1 +1
bog( d(x1,0D) + )—i—b +loga) + 1+

d(ZEl,Q]Q)
blog | ———=5+1) +b(1+1 1
og (d(%aD) +1)+b(1+loga)+

_ (21,22) T1,T9)
—b<10g( d(z1,0D) +1>+ ( xl,f)D)+1>)

+2(b+bloga+1)

xl,xg $17$2
=bl 1 1
o |(dieam 1) (deamy =)
+2(b+0bloga+1)
= ¢jp(r1,72) +d,

kun valitaan ¢ = 2b ja d = 2(b+ bloga + 1).

Huomautus 5. Matt: Vuorinen on todistanut, ettd sikarialueiden ka-
rakterisoinnissa kvasithyperbolisen metritkan avulla voidaan valita d =
0. Joissain lihteissa sikarialue maaritellain aidokst alueeksi D, jon-
ka jokaiselle pisteparille x,y pitee arvio kp(x,y) < cpjp(x,y) jollakin
joukosta D riippuvalla vakiolla cp. Vuorinen todistaa vditieen mddrit-
telemdlla niin kutsutun @-uniformisen alueen, [Vuo85|.
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3. LOPPUSANAT

Téassd tutkielmassa on todistettu kvasihyperbolisen metriikan tér-
keimméan perusominaisuudet ja paljon kiinnostavia tuloksia on jitet-
ty esittamétti. Kuitenkin tdmén tutkielman tulokset ovat tarpeellisia
niille, jotka ovat kiinnostuneita kvasikonformisten tai kvasisdannéllis-
ten kuvauksien teoriasta.

Tutkielmassa todistetut lauseet eivit tdysin karakterisoi kuvausta
kp. Artikkelista |[GeOs, s.60| 16ytyy nimittdin todistus sille, etta jos
pp on jatkuva kuvaus aidolta alueelta D reaaliluvuille, jota kohti on
olemassa vakio m € R, siten, ettd

m~td(x,0D)"* < pp < md(x,0D)"",

niin kuvaus Kp: D x D — R,

Kp(e,y) = int [ polt)id
Y

z,y
toteuttaa muunmuassa kaikki tdssa tutkielmassa todistetut tulokset.
Tarkempaa tietoa sikarialueista 16ytyy esimerkiksi ldhteesta [GeOs|,
kvasikonformisesti homogeenisia alueita ja niiden tutkimusta kvasi-
hyperbolisen metriikan avulla 16ytyy artikkelista [GePa|. Kvasisdén-
nollisid kuvauksia ja konformigeometriaa 16ytyy esimerkiksi ldhteesta

| Vuos8s|.
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