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JOHDANTO

Funktionaalianalyysi on laaja matematiikan ala, jossa yhdistyy (mm.)
lineaarialgebra, analyysi ja topologia. Hyvin tiivistettyna voisi sanoa,
ettd kurssilla madritelladn Banachin ja Hilbertin avaruudet seka kay-
déan 1api ndiden perusominaisuuksia. Kuvailevampaa on kuitenkin sa-
noa, etta kurssilla siirrytdan tutkimaan funktioiden muodostamien jouk-
kojen ominaisuuksia ja ndiden funktiojoukkojen vilisia kuvauksia. Esi-
merkiksi funktion derivaatan voi tulkita lineaarikuvauksena jatkuvas-
ti derivoituvien funktioiden joukolta jatkuvien funktioiden joukolle.
Funktioanalyysi antaakin loistavan kontekstin monille analyysin ka-
sitteille; yllamainitun derivaatan lisdksi esimerkiksi kurssilla mééari-
teltavit Fourier- ja Laplace-muunnokset ovat lineaarikuvauksia eréi-
den funktioavaruuksien valilld. (Lineaarikuvaukset nousevat kurssilla
usein esille, funktionaalianalyysié kutsutaankin joskus 'ddretonulottei-
seksi lineaarialgebraksi’ ja lineaarialgebraa vastaavasti "aérellisulottei-
seksi funktionaalianalyysiksi’.)

Edelleen monet integraali- tai (osittais)differentiaaliyht&lot taipu-
vat funktionaalianalyysin silmissa kysymyksiksi lineaaristen yhtaloiden
ratkeavuudesta, ja erityisesti kysymyksiksi lineaarikuvuauksien kaén-
tyvyydesté ja ominaisarvoista. Alustavana esimerkkiné, oletetaan etta
sinulle annetaan seuraavanlainen tehtava:

OlkoonK'RxR%RK(my) exey,)\GR\{O}
ja oletetaan, ettd f(x) = X [ K y) dy kaikilla .
Ratkaise f.

Nyt huomataan, etti annetulla K (z,y), milli tahansd| g, h: R — R ja
a € R patee

/Ka: y)(ag(y) + h(y) /Kw Y)g y)dy+/K(x,y)h(y)dy-

Téten siis jos merkitdan T'(f fR y) dy, niin T'(ag + h) =
aT(g)+T(h). TAma “T” Valkuttaa siis Jossaln méarin lineaariselta, mi-
td se ikind téssd yhteydessa tarkoittaakaan. Erityisesti, alkuperiinen
ongelma palaa siis muotoon “T'(f) = Af, ratkaise f”. Lineaarialgebras-
sa vastaava ongelma olisi muotoa “L(x) = Ax, ratkaise x”, eli kyseessa
olisi yksinkertaisesti kysymys lineaarikuvuaksen ominaisarvoista. Té&-
ten koko alkuperédinen ongelma on ominaisarvokysymys, kunhan en-
sin saamme lineaaristen operaattorien teorian vakaalle pohjalle. Myos-
kin, Funktionaalianalyysissa ei puhuta ominaisarvojen etsimisesta vaan
spektraaliteoriasta, mutta téasté lisid myohemmin kurssin loppupuolel-
la.

Funktionaalianalyysissd opitut tekniikat luovat luontevan konteks-
tin monien analyysin késitteiden tutkimiseen, ja funktionaalianalyysin

10Okei, milld tahansa sellaisella jolla annetut integraalit on mddriteltyjd, tdhan
on luontevia joukkoja, mutta menndén niihin vasta myhemmin.
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osaaminen antaakin siten huomattavasti apua mm. Fourier-analyysin,
(osittais)differentiaaliyhtéloiden, integraaliteorian ja vastaavien alojen
opiskeluun ja ymmértamiseen. Edelleen funktionaalianalyysissé tulee
luontevasti méariteltyd useita eri suppenemiskasitteitd funktiojonolle
(pisteittiinen suppeneminen, tasainen suppeneminen, suppeneminen
LP-normin suhteen, heikko suppeneminen, heikko téhti -suppeneminen
jne). Suppenemiskésitteet liittyvit aina johonkin avaruuden topologi-
aan, eli kurssilla paésee tutkimaan (ainakin epésuorasti) useita eri to-
pologioita, ja topologian kurssin 'abstrakti hélynpoly’ paésee talla kurs-
silla kiyttaméaan tositarkoituksella. Taman ’sovellushyodyllisyyden’ li-
séiksi funktionaalianalyysi on myoskin itsessddn huomattavan kaunis ja
monisyinen matemaattinen teoria josta riittéisi opiskeltavaa ja tutkit-
tavaa vuosikausiksi.
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1. VEKTORIAVARUUDET

Monet asiat nayttivit aika samalta funktionaalianalyysissa ja line-
aarialgebrassa, monet muut asiat taas eivit. Erityisen huomionarvoi-
nen asia on, etta adretonulotteisia vektoriavaruuksia on huomattavasti
enemman ja niitd on myos huomattavan monta erilaista eri tyyppia —
vrt. ddrellisulotteiset R-vektoriavaruudet joita on (oleellisesti) vain R™,
n € N.

Maéritelmé 1.1. Olkoon K kuntdja V # () joukko joka on va-
rustettu seuraavilla laskutoimituksilla:

AV XV =V
ja
wKxV =V,

Jatkossa merkitsemme aina A(v,w) = v + w ja p(a,v) = av. Kut-
summe laskutoimitusta A yhteenlaskuksi ja laskutoimitusta p ska-
laarilla kertomiseks:.

Niilla laskutoimituksilla varustettuna V' on K-vektoriavaruus
mikali seuraavat ehdot ovat voimassa kaikilla x,y,z € V', a,b € K.
(V1) z+y =y + x kaikilla z,y € V.

) (z+y)+z=x+ (y+ 2) kaikilla z,y,z € V.

) On olemassa 0 € V jolle pitee 0 4+ = = z kaikilla z € V.

) Kaikilla z € V on olemassa y € V jolle pitee z + y = 0;
tallaista y merkitddn —zx.

) a(z +y) = ax + ay kaikilla a € K ja x,y € V.

) (a+b)x = ax + by kaikilla a,b € Kjaz € V.

) a(bx) = (ab)x kaikilla a,b € K jaz € V.

) 1z = x kaikilla x € V.

Joukon V' alkioita kutsutaan wvektoreiksi ja kunnan K alkioita
skalaareiksi.

Huomaa, ettd joukko V' varustettuna yhteenlaskulla muodostaa
vaihdannaisen ryhmén. Merkitsemme ryhmén (V,+) neutraalial-
kiota Oy, tai 0 mikili erehdyksen vaaraa ei ole, ja kunnan K ad-

ditiivista neutraalialkiota 0 sekd multiplikatiivista neutraalialkiota
1.

%Talla kurssilla aina joko K = R tai K = C.

Tehtava 1.1. Nayté, ettd reaalikertoisten polynomifunktioiden p: R —
R avaruus on R-vektoriavaruus kun se varustetaan operaatioilla p +
¢:R—=R, (p+4q)(z) =pl) +q(z) jaap: R > R, (ap)(z) = a - p(z).

Merkitadn tatéd kokoelmaa P(R,R). Yleisemmin, mikéli rajoitutaan
tutkimaan vain vélilla I C R méériteltyja polynomeja, merkitdan P (I, R)
tai P(/) mikéli maalijoukko on selvé kontekstista.
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Tehtava 1.2. Néyté, ettd jatkuvien funktioiden f: [0,1] — R avaruus
on R-vektoriavaruus kun se varustetaan samoilla operaatioilla kuin po-

lynomifunktioiden avaruus.
Téta jatkuvien funktioiden avaruutta merkitaan C([0, 1], R) tai C°([0, 1], R).

Huomautus 1.2. Huomaa, etté edelld mainituilla joukoilla P(R) ja C'(R)
alkioiden pisteittdinen tulo on my6s hyvinméaritelty, mutta sité ei tulla
kiayttamadn tai tarvitsemaan. Erityisesti kyseessd on poikkeustilanne;

kts. Tehtava [1.3

Tehtdva 1.3. Olkoon V' C C([0,1],R) muotoa x — asin(x) olevien
funktioiden kokoelma, a € R. Osoita, ettd V' on R-vektoriavaruus.

Tehtava 1.4. Nayté, ettd kaikkien reaaliarvoisten suppenevien luku-
jonojen joukko on R-vektoriavaruus.
Tétéa joukkoa merkitaéan usein £o(R).

Tehtava 1.5. Nayta, ettd kaikkien reaaliarvoisten rajoitettujen luku-
jonojen joukko on R-vektoriavaruus.
Tété joukkoa merkitaén usein /oo (R).

Tehtdva 1.6. Olkoon X miké tahansa joukko. Osoita, ettd kaikkien
kuvausten f: X — K joukko F(X,K) on K-vektoriavaruus kun se
varustetaan laskutoimituksilla p+¢: X = K, (p+¢)(z) = p(x) + q(z)
jaap: X - K, (ap)(x) = a - p(x).

Maaritelma 1.3. Jos V on K-vektoriavaruus ja W C V| niin sa-
notaan ettd W on vektoriavaruuden V' wvektorialiavaruus mikali W
on my6s K-vektoriavaruus (varustettuna samoilla laskutoimituksil-

la kuin V.)

Tehtava 1.7. Osoita, ettd nollaa kohti suppenevien reaaliarvoisten lu-
kujonojen joukko on harjoitustehtéavéssa [1.4] esiintyvén vektoriavaruu-
den vektorialiavaruus.

Tehtavi 1.8. Osoita, ettd jatkuvasti derivoituvien funktioiden avaruus
C*([0,1],R) on jatkuvien funktioiden C'([0,1],R) aliavaruus.

Tehtavia 1.9. Osoita, etté reaalikertoimisten enintéén astetta n ole-
vien polynomien avaruus P"(R,R) on kaikkien polynomien avaruuden
P(R,R) vektorialiavaruus.

Lause 1.4. K-vektoriavaruuden V' osajoukko W on vektorialiava-
ruus jos ja vain jos seuraavt ehdot patevdt:

(1) Jos x,y € W, niinx —y € W.

(2) Jos x € W ja a € K, niin ax € W.

(3) Oy € W.
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Tehtiva 1.10. Todista Lause [L.4]

Tehtava 1.11. Anna kolme esimerkkid tilanteesta jossa osajoukko
W C V ei vektoriavaruuden V' vektorialiavaruus mutta toteuttaa kaik-
ki paitsi yhden lauseen (1.4}

Tehtdva 1.12. Olkoon S jokin indeksijoukko ja {V; | i € S} kokoelma
vektoriavaruuden W vektorialiavaruuksia. Osoita, etté leikkaus N;csV;
on edellen avaruuden W vektorialiavaruus.

Tehtava 1.13. osoita, ettd kahden aliavaruuden yhdiste ei valttamatta
ole aliavaruus.

Tehtidva 1.14. Olkoon CY (R, R) kaikkien niiden jatkuvien funktioi-

den R — R joukko, joilla [*°_|f(t)|dt on dérellinen. Osoita, etté tdmé
on vektoriavaruuden C°(R, R) aliavaruus.

1.1. Lineaarikuvaukset.

Maaritelma 1.5. Olkoot V ja W kaksi K-vektoriavaruutta. Ku-
vaus L: V — W on (K-)lineaarinen, mikéli

(L1) L(v + w) = L(v) + L(w)

(L2) L(av) = aL(v)

kaikilla v,w € V ja a € K.

Seuraavan Lemman saa pitdid tunnettuna.

Lemma 1.6. Kuvaus L on lineaarinen jos ja vain jos
(L1’) L(v — w) = L(v) — L(w)
(L2) L(av) = aL(v)

kaikilla v,w € V' ja a € K.

Tehtava 1.15. Niyté, ettéd derivointi D: CH(R,R) — C(R,R), D(f) =
f" on lineaarinen kuvaus.

Tehtéava 1.16. Nayté, ettd kuvaus &: F(R,R) — R, &(f) = f(0) on
lineaarikuvaus.

Tehtéava 1.17. Nayta, ettd kuvaus I: C([0,1],R) — C([0,1],R), I(f) =
F', missa

F:[0,1] - R, F(x)= / f(t)dt,
0
on lineaarikuvaus.

Tehtivd 1.18. Niyti, ettd kuvaus C([0,1],R) — R, f — [i f(t)dt,
on lineaarikuvaus.

Tehtava 1.19. Osoita, ettd tehtavissa esiintyvassa suppenevien
lukujonojen avaruudessa méaéaritelty kuvaus joka vie suppenevan jonon
sen raja-arvolle on lineaarikuvaus. (Ts. kuvaus (x,,) + lim,, z,, on line-
aarikuvaus.)
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Huomautus 1.7. Jos V on K-vektoriavaruus, niin K-lineaarikuvausta
V — K kutsutaan funktionaaliksiff] Esimerkiksi Teht#vien ja
lineaarikuvaukset ovat funktionaaleja.

Tehtava 1.20. Osoita, ettd on olemassa kuvaus joka toteuttaa ehdon
(L2) muttei ehtoa (L1).

Huomautus 1.8. Tehtéavén [I.20] “toinen suunta” on myds totta, eli on
olemassa kuvaus joka toteuttaa ehdon (L1) muttei ehtoa (L2). Ky-
seisenlainen esimerkki on kuitenkin hieman hankala, ja tarvitsemme
enemman valineistod sen rakentamiseen.

Tehtdva 1.21. Osoita, ettéd lineaarikuvaukselle péitee aina L(0) = 0.

Tehtava 1.22. Olkoot V' ja W vektoriavaruuksia ja L: V — W line-
aarikuvaus. Osoita, ettd jos Y C W on vektoriavaruuden W vektoria-
liavaruus, niin sen alkukuva

LNY)={veV|Lw)eY}
on vektoriavaruuden V vektorialiavaruus.

Tehtava 1.23. Olkoot V ja W vektoriavaruuksia ja L: V — W line-
aarikuvaus. Osoita, ettd jos Z C V on vektoriavaruuden V' vektoriali-
avaruus, niin sen kuva

L(Z)={L(v) |veZ}

on vektoriavaruuden W vektorialiavaruus.

Maaritelma 1.9. Olkoot V' ja W vektoriavaruuksia ja L: V — W
lineaarikuvaus. Lineaarikuvauksen L ydin on joukko

ker(L) :={v eV | L(v) =0}
ja sen kuva on joukko
Im(L) :=={L(v) |veV}.

Lause 1.10. Lineaarikuvauksen kuva ja ydin ovat maali- ja lahto-
avaruuksien aliavaruuksia.

Tehtava 1.24. Todista Lause [LL10

Tehtava 1.25. Todista, ettéd lineaarikuvaus L on injektio jos ja vain
jos ker(L) = {0}.

Tehtavi 1.26. Olkoot V' ja W kaksi K-vektoriavaruutta. Osoita, ettd
kaikkien lineaarikuvausten V' — W joukko L(V, W) on K-vektoriavaruus.

2Joissain lihteissé misritelmé on hieman rajoittuneempi.
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Tehtava 1.27. Osoita, ettd nk. vasen siirto
o: F(N,R) = F(N,R), (0(f))(n) = f(n+1)

on lineaarikuvaus.
(Muista, ettd F(X,Y) on kaikkien kuvausten X — Y kokoelma,
erityisesti tdssd F (N, R) on kaikkien reaalialukujonojen kokoelma. Kts.

Tehtévi [1.6])
Tehtava 1.28. Maarita tehtavan kuvauksen ydin.

Tehtiava 1.29. Maarita tehtavan kuvauksen kuva.

Maaritelma 1.11. Lineaarikuvausta L: V' — W vektoriavaruuk-
sien valilla kutsutaan (lineaariseksi) isomorfiksi mikali se on myos
bijektio.

Tehtdvid 1.30. Osoita, ettd kuvaus D: C*'(R,R) — C*(R,R), D(f) =
f' ei ole lineaarinen isomorfismi.

Tehtava 1.31. Olkoon L: V — W lineaarinen isomorfismi kahden
vektoriavaruuden vililld. Osoita, etté sen kidnteiskuvaus L=1: W — V
on lineaarikuvaus.
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2. NORMIAVARUUDET

Lineaarialgebran kurssilla méariteltiin useita eri normeja, mutta &4-
rellisulotteisessa tilanteessa kaikki normit ovat ekvivalentteja (pala-
taan tihdn kohta). A#retonulotteisessa tilanteessa vektoriavaruuksia
on paljon enemmaén erilaisia tyyppejd, ja kussakin vektoriavaruudessa
on usein paljon aidosti aivan erilaisia normeja.

Maaritelma 2.1. Olkoon V' K-vektoriavaruus. Norms vektoriava-
ruudessa V' on kuvaus N: V — [0, 00) jolle patee seuraavat ehdot.
(N1) N(z +y) < N(z) + N(y) kaikilla z,y € V.
(N2) N(ax) = |a|N(z) kaikilla z € V ja a € K.
(N3) N(z) =0 jos ja vain jos = Oy.

Jatkossa merkitsemme yleensd N(z) =: ||z||. Kuvausta N joka
toteuttaa ehdot (N1) ja (N2) sekd ehdon N(x) > 0 kaikilla z € V
kutsutaan seminormiksi.

Tehtévi 2.1. Osoita, ettd kuvaus f +— maxgecp)|f(«)| on normi R-
vektoriavaruudessa C([0, 1], R).
Taté normia merkitddn usein || - ||oo-

Tehtava 2.2. Osoita, ettd kuvaus f — fol | f(t)] dt on normi R-vektoriavaruudessa
C([0,1],R).

Tatda normia merkitdén usein || - [|;.

Tehtévi 2.3. Osoita, ettd kuvaus f — |f(0)| on seminormi R-vektoriavaruudessa

C([0,1], R).
Tehtava 2.4. Osoita, ettd kuvaus

n
2
ag + a1x + asx” + -+ + a, " — E n
Jj=0

on normi kaikkien polynomien avaruudessa P(R,R).

(Huomaa, etté polynomien avaruudessa P(R,R) ei ole "dérettomia
polynomeja’, vaan ettéd jokaisella polynomilla on vain aérellinen méaéra
termeja.)

Tehtava 2.5. Olkoon
C(R) = {(2n)i20 | 1 € R, 25| < 00}

J

kaikkien itseisesti suppenevien reaalilukujonojen vektoriavaruus. Osoi-
ta, etta

on taméan avaruuden normi.
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Tehtiva 2.6. Olkoon C?, (R, R) Tehtivissi médritelty jatkuvien
adrellisesti integroituvien funktioiden R — R muodostama vektoriava-

ruus. Osoita, ettd

1l = / T f0)]de

o0

on tdméan avaruuden normi.

Tehtava 2.7. Olkoon (W,| - ||w) normiavaruus ja V' vektoriavaruus
sekd L: V' — W bijektiivinen lineaarikuvaus. Osoita, etta
[0l == I L(v)]|w

madrittelee normin avaruuteen V.

Maéritelmé 2.2. Olkoon V' vektoriavaruus ja || - ||; seké || - ||2 sen
kaksi normia. Sanomme, ettd ndma normit ovat ekvivalentit mikali
on olemassa vakio K > 1 siten, etta

K= ol < floll2 < Kol

kaikilla v € V.

Tehtdva 2.8. Osoita, ettd polynomiavaruuden P"([0,1],R), n € N
normit || - ||« ja || - ||1 ovat ekvivalentit.

(Vihje: huomaa etté vélilla [0, 1] méaritellylla polynomilla ag+ ayz +
... + a,x™ funktion suurin arvo sekéd sen derivaatan suurin arvo ovat
siind médrin vertailtavissa, ettd ||p || < C||p'||c misséd C on vakio joka
saattaa riippua polynomin asteesta n.)

Tehtava 2.9. Osoita, ettd polynomiavaruuden P([0, 1], R) normit || ||
ja || - |1 eivit ole ekvivalentteja.

2.1. Normiavaruuden metriikka. Normin erds tarkeimmistd omi-
naisuudesta on, ettd se antaa mahdollisuuden vertailla etédisyyksia. Niil-
le, jotka ovat kiyneet kurssin “metriset avaruudet” tai vastaavan, voi ly-
hyesti sanoa etta normi maaraé daretonulotteisessakin tilanteessa met-
ritkan. Niiden, jotka eivit ole metriikoita opiskelleet, ei tarvitse huo-
lestua, kurssilla esitellddn ja kidydaan lapi ne tekniikat mité tarvitaan;
lahinna metriikan, jonon suppenemisen, funktion jatkuvuuden, sulkeu-
man ja tiydellisyyden kisitteet.

Maaritelma 2.3. Olkoon V' vektoriavaruus ja || - || sen normi.
Normin mddarddmd metriikka on funktio

d||.||1 VxV — R, d”.H(v,w) = ||’U = ’LU||

Lause 2.4. Normiavaruuden normin madaraama metritkka on met-
ritkka, eli se toteuttaa seuraavat ehdot.




MATS220 — FUNKTIONAALIANALYYSI - KEVAT 2020 13

(M1) ||z — 2| < ||z —yll + |y — 2|| kaikilla x,y,z € V.
(M2) ||z — y|| = lly — || kaikilla z,y € V.
(M3) ||x —yl|| = 0 jos ja vain jos x = y.

Todistus. Tehtavi 2.10] O
Tehtava 2.10. Todista lause 2.4

Maaritelma 2.5. Olkoon V normiavaruus. Avaruuden V' yksikka-
kuula By (0, 1) sekd yksikkopallo Sy (0,1) ovat joukot

By(0,1)={veV || <1}, Sv(0,1)={veV || =1}
Vastaavasti asetetaan

By(0,r)={veV:|v|<r}, Sy0,r)={veV:|v|=r}

Viimein, suljettu kuula on joukko

B(0,r)={veV:|v| <r}

Tehtavi 2.11. Olkoon V kaikkien rajoitettujen reaalilukujonojen vek-
toriavaruus £, varustettuna normilla [|(z,,)|| = sup;cy |7;]. Osoita, etté
tdmén normiavaruuden yksikkokuula siséltdad darettoméan monta vek-
toria, joiden kaikkien etiisyys toisistaan on vahintédan 0.5.

Tehtavi 2.12. Osoita, ettd normiavaruuden (C°([0,1],R), || - ||s0) yk-
sikkopallo siséltéa darettoméan monta vektoria, joiden kaikkien etéisyys
toisistaan on tasan 1.

Tehtdvd 2.13. Osoita, ettd normiavaruuden (C°([0,1],R), || - ||1) sul-
jettu yksikkokuula siséltaa darettoméan monta vektoria, joiden kaikkien
etaisyys toisistaan on tasan 1.

Maaritelma 2.6. Olkoon V' normiavaruus. Sanomme, ettd nor-
miavaruuden jono (v;), v; € V kaikilla j, suppenee kohti vektoria
vy mikali kaikilla ¢ > 0 on olemassa N. € N siten, ettd kaikilla
k> Na, ||’Uj = UQH < E.

Tehtéva 2.14. Olkoon (v,) jono kaikkien rajoitettujen reaalilukujono-
jen avaruudessa

loo = {(2n) | 7 € R,sup |z;| < oo}
J

muotoa

ave.el n 1 : N
j)j:h Ty = —sin(j).

v, = (x "

Osoita, ettéd tdmé jono suppenee kohti nollajonoa (0,0, . . .) metriikan
| || suhteen.
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Tehtdva 2.15. Olkoon (wy,) jono kaikkien rajoitettujen reaalilukujo-
nojen avaruudessa

loo ={(x,) | z; € R sup|z;| < oo}
J

muotoa

0, kunk<m

Wn = (Yr' e y;fn:{l kun k& > m

Osoita, ettd tdma jono ei suppene kohti mitdén avaruuden /., jonoa
metriikan || - ||« suhteen.

2.2. Rajoitetut lineaarikuvaukset. Seuraavaksi padstdén ensimmaéi-
seen méaaritelméadn, jota ei lineaarialgebran kursseilta 16ydy. Kuten on
mainittu vektoriavaruuksien ja normien suhteen, myos lineaarikuvauk-
sia on nimittéin huomattavasti enemmaén ja enemmaén erilaisia funktio-
naalianalyysissa kuin lineaarialgebrassa. Erityisesti, aarellisulotteisessa
tilanteessa kaikki lineaarikuvaukset ovat rajoitettuja seuraavan méaari-
telméan mielessa.

Maaritelma 2.7. Lineaarikuvaus L: V — W kahden normiava-
ruuden valilla on rajoitettu mikéli joukko

{IL()lw e R :v eV, lv]ly <1}

on ylhaalta rajoitettu.
Rajoitetulle lineaarikuvaukselle L merkitsemme

IL]| := sup{[|L(v)[| € R : v € V, [Jvflv < 1}.

Rajoittamattomille lineaarikuvauksille L merkitsemme || L|| = oo.

Huomautus 2.8. Huomaa, ettd rajoitettu lineaarikuvaus L ei juuri kos-
kaan ole rajoitettu kuvaus siind mielessé, ettd Im(L) olisi rajoitettu
joukko. Rajoitettua lineaarikuvausta kutsutaan joskus myos jatkuvak-
si lineaarikuvaukseksi, ja syy on siina ettad lineaarikuvaus on jatkuva
jos ja vain jos se on rajoitettu. Tutkitaan tatd hieman.

Huomataan alkuun ettd lineaariuvaus L: V' — W on jatkuva pis-
teessd vy jos ja vain jos kaikilla € > 0 on olemassa § > 0 s.e.

| L(vo) — L(v)|| < € kaikilla v s.e. |jvg — v|| < 0.
Toisin sanottuna,
L(v) € Bw(L(vp),¢) kaikilla v € By (v, ).
Koska kuvaus L on lineaarinen, niin edelldoleva pétee jos ja vain jos
L(v —vg) € Bw(L(0),¢) kaikilla (v —vg) € By/(0,9).

Erityisesti lineaarikuvaus on jatkuva pisteesséd vy jos ja vain jos se on
jatkuva origossa.
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Jos kuvaus L ei ole jatkuva, niin nyt siis on olemassa ¢y > 0 ja s.e.
kaikilla n > 118ytyy piste v, € By/(0, L) jolla L(v,) ¢ Bw (0, o). Téten
erityisesti pisteille w,, = nv,, pitee, ettd w, € By(0,1) ja L(w,) ¢
Bw (0,ngp), eli ||L(w,)|| > neg kaikilla n > 1. Téaten kuvaus ei siis voi
olla rajoitettu. Vastaavalla todistuksella ndhdaén, ettd jos kuvaus L ei
ole rajoitettu, ei se voi myoskdan olla jatkuva.

Tehtava 2.16. Osoita, ettd derivointikuvaus
D: C*([0,1],R) — C([0,1],R), D(f)=f

on rajoitettu lineaarikuvaus kun avaruus C'! varustetaan normilla || f|| =
| f1loo + 1./ "lloo ja avaruus C? varustetaan normilla || - || -

Tehtava 2.17. Osoita, ettd derivointikuvaus
D: C'([0,1],R) = C([0,1],R), D(f) = f

ei ole rajoitettu lineaarikuvaus kun avaruudet C' ja C° varustetaan
kummatkin normilla || - |-

Tehtava 2.18. Analyysin peruslause sanoo etté lineaarikuvaus

L: C(0.1),R) = CY(0,1,R), (L(/))(z) = / " pe)dt

on lineaarinen isomorfismi.
Néyté, ettd kun sekd 18hto ettd maali varustetaan normilla || - ||,
kuvaus L on rajoitettu mutta sen kadnteiskuvaus ei ole rajoitettu.

Tehtava 2.19. Olkoon CJ;([0, 1], R) kaikkien rajoitettujen jatkuvien
kuvausten [0, 1] — R muodostama vektoriavaruus. Osoita, ettd kuvaus
E: CY.(R,R) — R, E(f) = f(0) on rajoitettu lineaarikuvaus kun C?

raj raj
varustetaan normilla || - |-

Tehtavi 2.20. Olkoon C7);([0, 1], R) kaikkien rajoitettujen jatkuvien
kuvausten [0, 1] — R muodostama vektoriavaruus. Osoita, ettd kuvaus
E: C° (R,R) — R, E(f) = f(0) ei ole rajoitettu lineaarikuvaus kun

raj

C},; varustetaan normilla || - [|;.

Tehtéava 2.21. Olkoot V' ja W normiavaruuksia seké L,,;(V, W) kaik-
kien rajoitettujen lineaarikuvaustan V' — W kokoelma. Osoita, ettd
médritelmén [2.7 antama || L|| on normi vektoriavaruudessa L,q;(V, w).

Tehtava 2.22. Olkoot V' ja W kaksi normiavaruutta. Osoita, etté kaik-
kien rajoitettujen lineaarikuvausten V' — W kokoelma L,,;(V, W) on
kaikkien lineaarikuvausten V' — W kokoelman L(V, W) vektorialiava-
ruus.
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Maaritelma 2.9. Olkoon (V|| - ||) normiavaruus. Sen osajoukko
A C V on rajoitettu, mikili

| Al := sup{||v| : v € A} < 0.

Tehtdva 2.23. Osoita, ettd vektoriavaruuden V osajoukko A on rajoi-
tettu jos ja vain jos on olemassa r > 0 jolle patee A C B(0,r).

Tehtava 2.24. Olkoon L: V — W lineaarikuvaus. Osoita, etté jos
Im(L) on rajoitettu joukko, niin L on vakiokuvaus v — 0.

Tehtava 2.25. Olkoon L: V — W lineaarikuvaus. Osoita, ettd seu-
raavat ehdot ovat yhtépitavia.

(1) Kuvaus L on rajoitettu.

(2) Joukko L(By(0,1)) on rajoitettu.

(3) Joukko L(By(0,7)) on rajoitettu jollakin r > 0.

(4) Joukko L(Sy(0,1)) on rajoitettu.

Tehtéva 2.26. Osoita, ettd vektoriavaruuden V' kaksi normia || - ||
ja || - ||2 ovat ekvivalentit jos ja vain jos seké lineaarinen isomorfismi
L: (V|- |lh) = (V)] - |l2), L(v) = v ettd sen kddnteiskuvaus ovat

rajoitettuja lineaarikuvauksia.

Tehtava 2.27. Olkoot V, W ja Z normiavaruuksia sekid Li: V — W
ja Ly: W — Z lineaarikuvauksia. Osoita, etté ||[Loo Lq|| < || Lol - || L1]|-

Tehtava 2.28. Jatkoa tehtéville[2.27] Anna esimerkki, jossa epéayhtélo
on aito.

Maaritelma 2.10. Normiavaruuksien véilinen lineaarikuvaus L: V —»
W on isometrinen upotus mikali

L) lw = [lv]lv

kaikilla v € V.
[sometrinen upotus on #sometria, mikali se on bijektio.

Tehtava 2.29. Osoita, ettd avaruudet P([0,1],R) ja P(R,R) ovat iso-
metriset kun ne kumpikin varustetaan Tehtavan normilla.

Huomautus 2.11. Kontrastina edelliseen tehtéviin, avaruudet C°([0, 1], R)
ja CY(R,R) eivit uskoakseni ole isometrisia varustettuna millééin nor-
meilla, mutta en dkkiseltddn tiedd miten tdman todistaisi. Katsotaan
jos luentoon mennessé keksin jotain.

Tehtéva 2.30. Olkoon /y;, kaikkien niiden reaalilukujonojen (z,,) jouk-
ko, joilla ainoastaan darellisen monella j € N pétee z; # 0.

Muodosta normit seké télle avaruudelle ettd polynomiavaruudelle
P(R,R) seka isometria luomiesi normiavaruksien vélille.
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3. KANNAT JA BANACHIN AVARUUDET

Téssa kappaleessa padstaan viimein késiksi siithen, ettd miksi taha-
nastiset esimerkit ovat ’déretonulotteisia’. Erityisesti tassa luvussa ale-
taan erkaantua téysin lineaarialgebran kurssin juonesta, koska kannat
ovat paljon monimutkaisempia funktioavaruuksien tilanteessa.

3.1. Kannat. Lineaarisen riippumattomuuden sekd kannan méaaritel-
méat ovat edelleen samat kuin lineaarialgebrassa.

Maaritelma 3.1. Olkoon V' vektoriavaruus ja K C V' kokoelma
vektoreita. Merkitaan

<IC> = {(1,1’(}1 + aoUy + ... + apUk ’ a; € K,’Uj S IC,k/' S N}
Joukkoa (IC) kutsutaan joukon IC virittimdiksi joukoksi.
Sanomme ettéd kokelma K:

(1) on lineaarisesti risppumaton, mikali kaikilla w € I, w ¢
(K\A{w}).

(2) wvirittdd avaruuden V mikali (IC) = V.

(3) on avaruuden V kanta mikéli se on lineaarisesti riippuma-
ton ja virittda avaruuden V.

Jos K-vektoriavaruudella on darellinen kanta, kutsumme sita dd-
rellisulotteiseksi vektoriavaruudeks:, muussa tapauksessa ddaretonu-
lotteiseksi vektoriavaruudeksi.

%Huomaa, etti tdssd on kyseessd nimenomaan ddrelliset lineaarikombinaatiot.

Esimerkki 3.2.

Tehtiavi 3.1. Asetetaan kaikilla j € N, f;: R = R, f;(z) = 7.
Osoita, ettd {f; | 7 € N} on avaruuden P(R,RR) kanta.

Esimerkki 3.3. Asetetaan kaikilla j € N, f;: R = R, f;(z) = 7.
Osoita, ettd {f; | 7 € N} ei ole avaruuden C(R,R) kanta.

Tehtava 3.2. Olkoon V' vektoriavaruus ja A C V miké tahansa epé-
tyhja osajoukko. Osoita, ettd (A) on avaruuden V' vektorialiavaruus.

Tehtava 3.3. Olkoot K ja K’ kaksi lineaarisesti riippumatonta vekto-
riavaruuden V' osajoukkoa. Osoita, ettd I N K’ on myos lineaarisesti
riippumaton.

Tehtava 3.4. Olkoon V vektoriavaruus. Osoita, ettd mikali V' sisaltéaa
aarettoman lineaarisesti riippumattoman osajoukon, niin V' on valtta-
matta daretonulotteinen.

Lineaarialgebrassa todistetaan, etté jokaisessa kannassa on sama maé-
ra alkioita, ja erityisesti vektoriavaruuden dimensioksi voidaan méaéri-
telld sen minkd tahansa kannan alkioidepn lukumé&éara. Funktionaalia-
nalyysissd kannat ovat useimmiten dédrettomia, ja madrittelemme tél-
laisten vektoriavaruuksien dimension ’#irettomiksi’. Adrettomyyksid
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kuitenkin on useampaa eri kokoa, ja hienovaraisempi maéaritelméa oli-
si seuraavan tuloksen nojalla mahdollista; emme kuitenkaan tule tar-
vitsemaan téllaista hienovaraisuutta téalla kurssilla, joten sivuutamme
todistuksen.

Lause 3.4. Olkoon V vektoriavaruus ja A sekd B sen kaksi kantaa.
Talloin on olemassa bijektio A — B.

Todistus. Sivuutetaan, ei tarvita jatkossa. (Jos haluat todistaa, niin
huomaa etté jokainen kannan A alkio voidaan ilmaista ddrellisend li-
neaarikombinaationa kannan B vektoreista, ja toisinpédin. Liséksi huo-
maa, ettd milld tahansa ddrettomalla joukolla on sama mahtavuus kun
sen aarellisten osajoukkojen kokoelmalla, ja jokainen kannan aérellinen
osajoukko virittad dérellisulotteisen aliavaruuden.) U

3.1.1. Zornin lemma. (Tdmé& osio voi vaikuttaa hieman abstraktilta,
jos se ahdistaa niin sen voi sivuuttaa kunnes kdaydédan se luennolla ja
ottaa siihen asti Lauseen tunnettuna faktana.)

Lineaarialgebran kursseilla oli helppo perustella, miksi annetuilla
vektoriavaruuksilla on aina kanta. Funktionaalianalyysin tilanteessa,
tutkittaessa ddretonulotteisia vektoriavaruuksia, on tilanne hieman haas-
tavampi. Oletetaan, ettd sinulla on vektoriavaruus V, ja olet todista-
nut etta silla ei ole aérellistd kantaa esimerkiksi tehtavin teknii-
kalla. Haluaisit kuitenkin 16ytaé sille jonkin, dérettoméan, kannan. Ins-
piroituneena lineaarialgebran tekniikoista, lahdet rakentamaan kamaa
seuraavalla tekniikalla:

(1) Otetaan jokin vektori v € V' \ {0}, ja muodostetaan triviaalisti
lineaarisesti riippumaton joukko K = {v}.
(2) Katsotaan, pateeko (K) = V.
(a) Jos pétee, olemme valmiita.
(b) Jos ei péde, valitaan jokin vektori joukosta V'\ (K) ja lisdtaéan
se joukkoon K, jonka jélkeen palataan kohdan (2) alkuun.

Tama prosessi vaikuttaa hyvaltéa, ja se synnyttaé lineaarisesti riippu-
mattoman joukon. Ongelmana on kuitenkin se, ettd syntynyt joukko ei
ole vilttamittd kanta; jos avaruudesta C°(R,R) valitaan télld proses-
silla vektorit « — 1, x — x, x — 22, ..., saadaan lineaarisesti riippu-
maton osajoukko, joka virittdd ainoastaan vektoriavaruuden C°(R,R)
aliavaruuden P(R,R) eiké koko avaruutta.

Tilanteen voi korjata (ainakin) kahdella tavalla. Ensimméinen tapa
olisi lisaté yllaolevaan skeemaan uusi askel:

(3) Kun kohdan (2) algoritmi on valmis, katsotaan péteekd () =
V.
(a) Jos pétee, olemme valmiita.
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(b) Jos ei pide, valitaan jokin vektori joukosta V '\ (K) ja li-
satddn se joukkoon I, jonka jalkeen palataan kohdan (3)
alkuun.

Tama tuottaa isomman lineaarisesti riippumattoman joukon, mutta
ei edelleenkadn valttamétta kantaa; saattaisi olla ettd aiemmassa esi-
merkissd olemme nyt lisinneet joukkoon K vektorit x +— sin(x), z —
sin(2x), x +— sin(3z), .. ., eikd joukosta () vieldkddn 16ydy esimerkiksi
vektoria z — |z| € C°(R, R).

Téaten meidén pitéisi edelleen laajentaa skeemaamme lisadmélla koh-
ta (4), joka ei myoskddn valttdmatta riittaisi, joten edelleen pitéisi li-
siatd kohdat (5), (6), (7), ... jne. (Ja kun ollaan lisatty dérettémén
monta kohtaa niin vieldkadn ei valttamatta riitéﬂ) Tilanne vaikuttaa
leviavén jo vahén késiin, ja syyné on se ettd yritamme kiyttad tavallis-
ta induktiota kun oikea ratkaisu olisi nk. transfiniittinen induktio. Talla
kurssilla ei tdhan kiehtovaan tyokaluun harmi kylld ehditd paneutua,
vaan kiytamme vaihtoehtoa kaksi: Zornin Lemmaa.

Ennen Zornin lemman esittdmistd, muutama taustaméaritelma on
tarpeen.

Maaritelma 3.5. Joukossa A mééritelty relaatio R C A x A on
osittainen jdarjestys mikali

(1) aRa kaikilla a € A,

(2) mikéli a,b € A siten, ettd aRb ja bRa, niin a = b, ja

(3) kaikilla a,b,c € A, mikéli aRb ja bRc, niin aRc.

Osittain jéarjestetyn joukon maksimaalinen alkio on miké tahansa
alkio m € A jolle pétee, etté ei ole olemassa alkiota a € A jolle
mRa.

Osittainen jarjestys on tdysi jdrjestys mikali milla tahansa a, b €
A joko aRb tai bRa. Osittain jarjestetyn joukon téysin jarjestettyé
osajoukkoa kutsutaan ketjuksi. Osittain jarjestetyn joukon A alkio
m € A on ketjun V' C A yldraja, mikili aRm kaikilla a € V.

Tehtava 3.5. Osoita ettd joukossa C([0, 1], R) relaatio
fRg < f(z) < g(z) kaikilla z € [0, 1]
on osittainen jarjestys. Muodosta jokin tdmén osittain jarjestetyn jou-

kon ketju.

Esimerkki 3.6. Osoita, ettd joukkojen inkluusio on osittainen jarjestys
kaikkien tason osajoukkojen kokoelmassa. Nayté, etté jokaisella tdméan
osittain jarjestetyn joukon ketjulla on ylaraja.

3Jos on joskus kohdannut urallaan ordinaaleja, niin tdmé saattaa nayttaa hieman
tutulta.
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Lemma 3.7 (Zornin lemma). Olkoon (A, <) osittain jirjestetty
joukko. Mikdli jokaisella joukon A ketjulla on yliraja, niin koko
joukolla A on ainakin yksi maksimaalinen alkio.

Todistus. Ekvivalenttia valinta-aksiooman kanssa. Todistus sivuutetaan,
Zornin lemman voi ottaa halutessaan vaikka joukko-opin aksioomana;
kts. matemaattisen logiikan syventavit opinnot.

Perusteluna voi ajatella, etté jos joukolla A ei olisi maksimaalista al-
kiota, niin jokaisella alkiolla a € A 16ytyisi alkio b € A s.e. aRb. Aloitta-
malla mistd tahansa alkiosta ja lisadmaélla aina suurempia alkioita voi
muodostaa] maksimaalisen ketjun, jolle Zornin Lemma antaa yldrajan
ja siten maksimaalisen alkion koko joukolle. U

Lause 3.8. Jokaisella vektoriavaruudella on kanta.

Todistus. Tehtévit [3.6] [3.7 ja [3.8 O

Tehtava 3.6. Olkoon V' vektoriavaruus. Osoita, ettd vektoriavaruuden
V' kaikkien lineaarisesti riippumattomien osajoukkojen kokoelma A on
osittain jarjestetty joukko kun se varustetaan relaatiolla C.

Tehtava 3.7. Olkoon V' vektoriavaruus ja A Tehtivin kokoelma.
Osoita, ettd jokaisella ketjulla téssé osittain jarjestetyssia joukossa on
ylaraja.

Tehtava 3.8. Olkoon V vektoriavaruus ja 4 Tehtdvén [3.6) kokoelma.
Osoita, ettd tdméan kokoelman A miké tahansa maksimaalinen alkio on
vektoriavaruuden V kanta.

3.2. Taydellisyys. Avaruuden taydellisyys on metristen avaruuksien
kurssilla yksi monista annetuista maaritelmista, lineaarialgebran kurs-
silla 1dhes itsestadnselvad ja talla kurssilla analyysin elinehto. Hieman
kérjistettyna, analyysia ei voi tehdd ilman taydellisyytta. Taydellisyys-
tarpeiden takia myos meilld on kiytossa aina taydellinen skalaarikunta
K eiké esimerkiksi Q.

Taydellisyyden maéritelma on hieman tekninen, mutta oleellisesti
taydellisessa avaruudessa: “Ne jonot, joiden kuuluukin supeta, suppe-
nevat.” Taméa on tarkedd esimerkiksi tilanteessa, jossa ollaan ratkaise-
massa jotain osittaisdifferentiaaliyhtalod, jossa emme saa ratkaisua suo-
raan vaan jollain iteratiivisella metodilla muodostamme jonon funktioi-
ta jotka jossain mielessé approksimoivat haluttua ratkaisua. Taydelli-
syys takaa ettd tdllainen approksimaatio varmasti myos vastaa jotakin
rajafunktiota.

4Conditions may apply.
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Maaritelma 3.9. Normiavaruuden V' jono (z,,) on Cauchyn jono
mikali kaikilla € > 0 on olemassa N. € N siten, etté kaikilla ¢, 5 >
N, pétee ||z; — z;|| <e.

Huomaa, ettd jokainen suppeneva jono on aina Cauchyn jono, silla
mikéli jonolla (yx) on raja-arvo yg, niin
€
2
Tehtava 3.9. Osoita, ettd Cauchyn jono on aina rajoitettu.

E
Ny — yill < llyi — woll + llyo — ;1 < 5T5=¢

Maaritelma 3.10. Metrinen avaruus taydellinen, mikali jokaisella
Cauchy:n jonolla on raja-arvo.

Huomautus 3.11. Taydellisisséd metrisissé avaruuksissa lukujonon sup-
peneminen on eradssa mielessé jonon ’sisdinen’ ominaisuus. Jonon sup-
penemisen tarkistaminen maéaritelmésta lahtien vaatii, ettd sinulla on
jokin tieto tai arvaus raja-arvoehdokkaasta. Téydellisessd metrisessa
avaruudessa sinun tarvitsee vain katsoa jonon alkioita ja niiden vélisia
etaisyyksia.

Tehtava 3.10. Osoita, etté kaikkien rajoitettujen lukujonojen avaruus
(~ on tdydellinen normin || - || suhteen.

Esimerkki 3.12. Osoita, ettd polynomien avaruus P([0, 1], R) ei ole téy-
dellinen sup-normin suhteen.

Tehtiva 3.11. Osoita, ettd jatkuvien kuvausten avaruus C°([0,1], R)
ei ole tédydellinen L'-normin suhteen.

Tehtéva 3.12. Osoita, ettd jatkuvien kuvausten avaruus C°([0,1], R)
on téaydellinen sup-normin suhteen.

Tehtava 3.13. Osoita, etté jatkuvasti derivoituvien kuvausten avaruus
ei ole taydellinen sup-normin suhteen.

3.3. Separoituvuus. Kannan kiiyttdminen vektoriavaruuksissa on usein
tyolédsta, silld kannat tuppaavat olemaan aika isoja funktioavaruuksissa;
Banachin avaruuden kanta on aina joko dérellinen tai ylinumeroituva.
(Todistetaan tdmé ehkd mySohemmin.) Erityisesti tdydellisissd metri-
sissé avaruuksissa meille riittadkin usein tutkia jotain pienempéd os-
ajoukkoa, jonka virittdmaéan joukon alkioilla voidaan approksimoida mi-
ta tahansa vektoriavaruuden funktiota.

Maaritelma 3.13. Olkoon V' normiavaruus ja A sen osajoukko.
Joukon A sulkeuma on joukko

A:={v eV | onolemassa (a,),a; € A s.e. lima; = v}.
J
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Joukon sulkeuma koostuu siis kaikista niistd vektoreista, joita voi
approksimoida joukon A vektoreilla.

FEsimerkki 3.14. Vektorialiavaruuden sulkeuma on aina vektorialiava-
ruus.

Tehtava 3.14. Olkoon V normiavaruus, A C V sen epétyhji osajouk-
ko ja x € V. Merkitadn

d(xz,A) = inf{||z —al| : a € A}.
Osoita, ettd milla tahansa epéatyhjélla joukolla A C V,
A={x eV |dx, A) =0}

Maéritelma 3.15. Vektoriavaruus V' on separoituva, mikili on
olemassa numeroituva joukko A C V jolle pitee A = V.

Tehtava 3.15. Osoita, etta itseisesti summautuvien reaalilukujonojen
avaruus

("(R) := {(mn) | 2, € R,Z |z;| < oo}

J

on separoituva, kun se varustetaan normilla || - ||;.

(Vihje: 32, 277e = ¢.)

Esimerkki 3.16. Osoita, ettd rajoitettujen reaalilukujonojen avaruus
varustettuna sup-normilla ei ole separoituva.
(Vihje: Huomaa ensin, etté joukko

{(zn) [ n € {0, 1}}

on ylinumeroituva.)

Tehtiva 3.16. Osoita, ettid Cp (R, R), eli rajoitettujen jatkuvien funk-
tioiden kokoelma ei ole separoituva kun se varustetaan sup-normilla.

Tehtiva 3.17. Osoita, ettd C°([0, 1], R) on separoituva. (Saat kiytad
Stonen ja Weierstrassin lausetta [D.3])

Huomautus 3.17. Olkoon V' R-vektoriavaruus varustettuna normilla ja
A C V on numeroituva joukko s.e. A = V. Nyt

W = {q1a1+...qnan|qj€Q,aj€Aa"€N}

on numeroituva Q-vektoriavaruus, jonka sulkeuma on edelleen koko
V. Talle Q-vektoriavaruudelle 16ytyy numeroituva kanta K, joka “Q-
virittdd” avaruuden W, joka puolestaan on tihed avaruudessa V. Eri-
tyisesti, separoivalle normiavaruudelle V' 16ytyy aina lineaarisesti riip-
pumaton numeroituva joukko K s.e.

V =(K).
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Téllainen joukko siis aina loytyy jokaisesta separoituvasta normia-
varuudesta. Mikéli numeroituva joukko K = {v,} toteuttaa lisdeh-
don “jokaisella v € V on olemassa yksikdsitteinen jono skalaareja (a,),
a, € K s.e. sarjaﬂv = Y a;vj, niin joukkoa K kutsutaan Schauderin
kannaksi. Schauderin kannan olemassaolo on epatriviaalia; edes kaikilla
separoituvilla Banachin avaruuksilla ei ole Schauderin kantaa. Palataan
Schauderin kantaan (mahdollisesti) Hilbertin avaruuksien yhteydessa.

Tehtava 3.18. Osoita, ettd normiavaruus V' on separoituva jos ja vain
jos sen osajoukko Sy (0, 1) on separoituva.

Tehtava 3.19. Osoita, ettd normiavaruus V' on separoituva jos ja vain
jos sen osajoukko By (0,1) on separoituva.

3.4. Banachin avaruudet.

Maaritelma 3.18. Téydellistd normiavaruutta kutsutaan Banac-
hin avaruudeksi.

Maaritelma 3.19. Olkoon V' normiavaruus ja (v,,) jono sen vekto-
reita. Sanomme, ettéd sarja Z‘;‘;l suppenee, mikali vektorien S, :=
Z?Zl muodostama jono suppenee.

Jonoa (v,,) vastaava sarja suppenee itseisesti mikéli reaalilukusar-
ja >_; v;| suppenee.

Tehtdva 3.20. Olkoon V' Banachin avaruus. Osoita, ettd jos jonoa
(v,) vastaava sarja suppenee itseisesti, niin sitd vastaava sarja myos
suppenee.

Lause 3.20. Olkoon V normiavaruus. Talloin on olemassa Ba-
nachin avaruus W sekd lineaarinen isometria L: V. — W s.e.

(V) =W.

Todistus. Kappaleen loput tehtéviat — kiiymme my6s luennolla hieman

lapi todistuksen suuria linjoja. O
Seuraavien tehtévien pééosissa ovat normiavaruus (V| - ||v), semi-
normiavaruus (C, N) sekd normiavaruus (W, || - ||).

Tehtéva 3.21. Olkoon (V/ ||-||v) normiavaruus ja C kaikkien avaruuden
V' Cauchyn jonojen kokoelma. Osoita, ettd C on vektoriavaruus.

Tehtava 3.22. Olkoon edelleen C kaikkien avaruuden V' Cauchyn jo-
nojen kokoelma. Osoita, ettd seuraava kuvaus N: V — R on hyvin-
madritelty ja etta silld varustettuna C on seminormiavaruus:

N((en)) = lim [joa]lv-

SKts. Madritelmé
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Tehtava 3.23. Méiritetddn edellisen tehtévin vektoriavaruudessa C
ekvivalenssirelaatio asettamalla (z,,) ~ (y,) mikéli erotusjono (x,, —yy,)
suppenee kohti nollavektoria Oy, .

Osoita, ettd tama ekvivalenssirelaatio on ekvivalenssirelaatio, eli ettd

(1) (wn) > (zn),
(2) jos (wn) = (yn), niin (yn) = (z4), ja
(3) jos (xn) = (yn) ja (yn) = (zn), niin (z,) = (z5).

Tehtava 3.24. Olkoon W kaikkien avaruuden C ekvivalenssiluokkien
kokoelma relaation ~ suhteen, eli joukko {A,,) | (v,) € C}, missé

Ay = {(wn) € C [ (vn) = (wn)}.

Osoita, ettd varustettuna laskutoimituksilla
A+ B =A(v,) + (wp) | (v,) € A, (wy,) € B}, EkA={(kv,) | (vn) € A},

W on vektoriavaruus. (Ei tarvitse kiyda ldpi kaikkia kahdeksaa aksioo-
maa, sen verran monta ettd uskot ettd tdmé toimii.)

Tehtava 3.25. Olkoot asiat kuten ylla. Osoita, ettéd kaikilla (v,) € C,
N((x,)) = N((yn)) kaikilla (2,,), (yn) € Aw,)-

Tehtava 3.26. Edellisen tehtdvin nojalla avaruudessa W voidaan hy-
vinmaaritella kuvaus || - ||y asettamalla

[Allw = N(a),

missd a on miké tahansa joukon A alkio.
Osoita, ettd || - ||y on normi.

Tehtava 3.27. Muodostetaan kuvaus L: V — W s.e. kullakin v € V'

valitaan jokin jono (z,) € C joka suppenee kohti vektoria v, muodos-

tetaan tdmén ekvivalenssiluokka A € W ja asetetaan L(v) = A.
Osoita, ettd kuvaus L on

(1) hyvin mééaritelty,
(2) lineaarikuvaus, ja
(3) isometria.

Tehtéva 3.28. Osoita, etté edellisen tehtévin kuvaukselle patee L(V') =
w.

Todistus. Olkoon wy € W. Muodostetaan jono (w,), w, € L(V) s.e.
Wy — Wo.
Huomataan, ettd wy on muotoa [(U](-O))]N, missé (U](-O)) on jokin Cauc-

hyn jono avaruudessa V. Valitaan kullakin 7 € N jono x,(j ) avaruudessa

V s.e. x,(j) — ’UJ(-O), kun £ — oo. Edelleen, valitaan ndmé jonot s.e.

|z — o'y < 27927% kaikilla j, k € N
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Suppenevat jonot ovat aina Cauchyn jonoja, joten w,, := [(x, /)]~ €
W . Edelleen suoraviivainen lasku osoittaa, etta

lw, — wollw = N((z{"”) — (vp))

i (127 ,©
kgg@”% v v

< lim 27727*
k—o0
=2"" =0,
kun n — oo.
Téten siis wy € L(V) ja véite on todistettu. O

Esimerkki 3.21. Osoitetaan, ettd avaruus W on tédydellinen. Olkoon
siis (w,) Cauchyn jono avaruudessa W. Télléin siis kaikilla n € N,

(n)]N, missé (v(")

wn = [v j

etta

);‘il on sellainen Cauchyn jono avaruudessa V,

N((™) = w,) =0

ja [-]~ sitd vastaava ekvivalenssiluokka.
Muodostetaan seuraavaksi jonolle (w,) raja-arvoehdokas wy.

Koska kaikilla n € N jono (v](n));?‘;l on Cauchyn jono, erityisesti kai-
killa n € N pétee

lim diam({o{" | j > k}) = 0.

k—o0

Téten jokaiselle n € N voidaan valita n; € N s.e.

diam({v§") |j>mn,}) <27

Muodostetaan nyt jono (z;), x; € V asettamalla z; = vj(»nj ). Tallgin

diam({z; | j > N}) < diam({w, | n > N})+ > diam({v") | j > k})
k=N
< diam({w, |n > N})+ 27" =0,

kun N — oo, joten jono (x;) on Cauchyn jono V:ssé ja téten voidaan
asettaa wo = [(z;)].
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Osoitetaan seuraavaksi, ettd w, — wy.
lwn = wollw = (05"~ = [(z)]~llw
= N((v;") = ()

~ lim o™
= lim [l —=]lv

= lim [|o{"” — v{"|ly

j—o0
< lim (diam({wk | k> n}) + diam({o{™ | & > j})>
j—00

= diam({wy, | £ > n})
— 0,

kun n — oo.
Taten mielivaltainen avaruuden W Cauchyn jono suppenee, eli ava-
ruus on taydellinen.

Huomautus 3.22. Yllaoleva todistus toimii pienin muokkauksin missa
tahansa metrisessi avaruudessa.

Huomautus 3.23. Yllaolevissa tehtdvissd muodostettiin seminormiava-
ruuden C niinkutsuttu tekijdavaruus. Naihin palataan myohemmin ylei-
semmassi asetelmassa.

3.5. Lisdhuomioita. Kannoista on paljon hyctya. Télla kurssilla ne
ovat usein ylinumeroituvia, joten niistd on hankala repia ulos matrii-
seja tali muuta kisin kosketeltavaa, mutta niilla saa silti rakenneltua
kaikenlaista.

Huomautus 3.24. Olkoon nyt V' déretonulotteinen vektoriavaruus ja K
sen jokin kanta. Nyt mikd tahansa kuvaus a: K — W, missd W on
vektoriavaruus, maarittelee yksikésitteisen lineaarikuvauksen F': V —
W kun asetetaan

F(ajv; 4+ agve + ... + apvy) = a1a(vq) + asa(ve) + ... + apa(vy,),

kun a; € Kjav; € K.
(Todistus on yliméérédinen harjoitustehtévé ja mahdollinen tenttiteh-
tava. )

Kantoja kayttamalla voidaan konstruoidan kiinnostavia objekteja.
Olkoon nyt V ddretonulotteinen vektoriavaruus ja K sen jokin kanta.
Madritellaan kuvaus N: V' — R asettamalla ensin N(v) = 1 kaikilla
v € K, ja sitten

N(ayvy + agvg + ... + ayv,) = Z |ajl,
=1

kun a; € K ja v; € K. Nyt on helppo ndhdé ettd tama maarittaa ava-
ruuteen normin. Vektoriavaruus voidaan aina siis varustaa normilla.
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Toisaalta voidaan méaaritella funktionaali ¢: V' — K valitsemalla jo-
kin kannan K numeroituvasti déretén osajoukko A := {k;,ko,...} ja
asettamalla ¢(k;) = j kaikilla k; € A ja ¢(k) = 0 kun k € K \ A.
Tamé funktionaali on nyt rajoittamaton normiavaruuden (V, N) funk-
tionaali. Jokaisessa ddretonulotteisessa vektoriavaruudessa voidaan siis
aina mddritelld rajoittamaton lineaarikuvaus. (Hieman muokkaamalla
ylldolevaa ideaa saadaan aikaan myos rajoittamattomia operaattoreita,
jopa bijektiivisid rajoittamattomia operaattoreita.)

Edelleen voidaan nyt maaritella

N:V =R, N()=N®)+|o).

On suoraviivaista ndyttaéd ettd N on normi, ja etté se ei ole ekvivalent-
ti normin N kanssa. Jokaisessa ddretonulotieisessa vektoriavaruudessa
voidaan sits atna maaritelld kaksi ei-ekvivalenttia normia.

Huomautus 3.25. Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokaisessa dédretonulot-
teisessa vektoriavaruudessa on ei-tdydellinen normi.

Olkoon téta varten V' adretonulotteinen vektoriavaruus, K sen Ha-
melin kanta ja Ky C K kannan K numeroituvasti direton osajoukko
{ki1,ka,...}. Asetetaan ensin N(k;) = 277 kaikilla k; € Ky, N(k) = 1
kaikilla k € K\ K, ja médritetdén avaruuteen V' normi asettamalla

oll = llarks + ... + @kl = Y lagIN(k;),

j=1

missa a; € K , l%l € K ja CL1];‘1 + ...+ aml%m on vektorin v yksikasittei-
nen esitys kantavektoreiden lineaarikombinaationa. (Ylimédrdinen HT:
ndyta ettd tAmé on normi.)

Muodostetaan nyt jono (v,) asettamalla

n
j=1
Huomataan heti alkuun etta
n n
Dollkl => 27 =1,
j=1 j=1

joten sarja suppenee itseisesti. Téaten tehtavin tuloksen nojalla
mikéli avaruus on tdydellinen, niin my6s osasummien jono (v,) suppe-
nee.

Oletetaan nyt, ettd on olemassa raja-arvo vy = lim,, v,,. Témén raja-
arvon voi esittdd yksikésitteisenéd lineaarikombinaationa kantavekto-
reista, eli saadaan vy = all%l + ...+ am/%m. Koska téssé lineaarikom-
binaatiossa on vain darellinen méaéra kantavektoreita, niin 10ytyy vélt-
tamatta ky € Ky s.e. ky # l%l, .. .,I%m. Téten kaikilla n > N pétee,
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etta
v — vol| > ||kn|| =277,

eli ||lv, — wol] 4 0, kun n — oo. Téten jono (v,) ei voi supeta, ja
alkuperéinen viite siis patee.
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4. HAHNIN JA BANACHIN LAUSE

Hahnin ja Banachin lause on erés kurssin térkeimpia lauseita, ehka
tarkein. Erdand syynéa on se, ettd adretonulotteisissa avaruuksissa mo-
nien asioiden olemassaolon osoittaminen on paljon hankalampaa kuin
aarellisulotteisessa tilanteessa. Erityisesti rajoitettujen funktionaalien
madrittely koko avaruudessa voi olla hankalaa; Hahnin ja Banachin
lause antaa kuitenkin tédhéan loistavan tyokalun.

Lause 4.1 (Hahn-Banach). Olkoon V' normiavaruus, A sen aliava-
ruus ja L: A — K rajoitettu lineaarikuvaus. Tdlloin on olemassa
rajoitettu lineaarikuvaus T: V — K jolle pitee ||T|| = || L]

Todistus. Kappaleen [1.2] tehtavit. O

Maaritelma 4.2. Normiavaruuden V' duaali on kaikkien rajoi-
tettujen lineaarikuvausten V' — K joukko L.;(V,K). Erityisesti
siis duaali on kaikkien normiavaruuden rajoitettujen funktionaa-
lien kokoelma. Avaruuden V' duaalia merkitdan yleensa V', ja jos
avaruuden alkiota merkitadn v, niin duaalin alkioita usein v’.

Tehtava 4.1. Osoita, ettd normiavaruuden duaali on aina epéatyhja.

Maaritelma 4.3. Olkoon V' normiavaruus ja W C V sen aliava-
ruus. Avaruuden W annihilaattori on

{v' e V' |y =0}

Tehtédvi 4.2. Osoita, ettd normiavaruuden (C™1([0, 1], R), || [ns1.00)5
missii [ Fllosioe = fo + 570 O s aliavaruuden PP ([0, 1], R)
annihilaattorissa on vahintaan kaksi alkiota.

4.1. Sublineaariset kuvaukset. Hahn-Banachin lauseen todistus tar-
vitsee muutaman teknisen aputuloksen missd kuvauksia rajoitetaan
normia yleisemmilld sublineaarisilla kuvauksilla.

Maaritelma 4.4. Kuvaus p: V — R on sublineaarinen mikili
(1) p(v+w) < p(v) + p(w) kaikilla v,w € V, ja
(2) p(Av) = Ap(v) kaikilla v € V ja A > 0.
Huomaa, ettad sublineaarisuuden méaritelmassé skalaarilla kertominen
vaaditaan vain positiivisille skalaareille.

Esimerkki 4.5. Miké tahansa (semi)normi on sublineaarinen funktio.

Tehtéva 4.3. Osoita, ettd kuvaus (*°(R) — R, (x,) + limsup,, x,, on
sublineaarinen.
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4.2. Hahn-Banach -lauseen todistus. Hahn-Banach -lauseen todis-
tus vaatii hieman erilaista késittelyéd riippuen siitd, onko kerroinkun-
tana R vai C. Kédydédan tehtédvien avulla ldpi tapaus R, tapausta C
késitelladn luennolla jollakin tasolla.

4.2.1. Reaalikertoiminen Hahn-Banach.

Huomautus 4.6. Huomaa, ettd Lemma [4.7] ja Lause [4.§] késitelldén ja
todistetaan vektortavaruuksien asetelmassa, eli normista ei téassd koh-
taa viela puhuta.

Lemma 4.7. Olkoon V R-vektoriavaruus, H sen aliavaruus, p: V —
R sublineaarinen kuvaus ja L: H — R lineaarikuvaus jolle pditee
L(v) < p(v) kaikilla v € H. Talldin kaikilla vy € V' \ H on olemas-
sa lineaarikuvaus F': (HU{vp}) = R s.e. F|g = L ja F(w) < p(w)
kaikillla w € (H U {vp}).

Todistus. Seuraavat nelja tehtavaa. O

Tehtiva 4.4. Osoita, ettd Lemman tilanteessa
(HU{vo}) ={v+ vy |ve H XeR}
Kirjoitetaan jatkossa vektoriavaruuden (H U {vg}) alkiot muodossa
v+ Avp.
Tehtava 4.5. Osoita edelleen, etté kaikilla ¢ € R kuvaus
F.: (HU{w}) = R, F.(v+ Avg) = L(v) 4+ cA
on lineaarikuvaus.

Tehtava 4.6. Osoita edelleen, etti

ilelg(L(w) = p(w —w)) < inf (p(w +vo) — L(w)).

(Vihje: lahde liikkeelle termista L(u) + L(w).)
Tehtava 4.7. Kéyttaen edellisen tehtévin tulosta osoita, ettd on ole-
massa vakio ¢ € R siten, etta
F.(v+c)) <plv+ch)

kaikilla v € H ja A € R. Todista sitten Lemma [4.7]
(Vihje: tutki erikseen tilanteita A > 0, A =0 ja A > 0.)

Lause 4.8. Olkoon V R-vektoriavaruus, H sen aliavaruus, p: V —
R sublineaarinen kuvaus ja L: H — R lineaarikuvaus jolle patee
L(v) < p(v) kaikilla v € H. Talléin on olemassa lineaarikuvaus
F:V >R se Flg =L ja F(w) < p(w) kaikillla w € V.

Todistus. Seuraavat kolme tehtavai. O



MATS220 — FUNKTIONAALIANALYYSI - KEVAT 2020 31

Tehtéiva 4.8. Lauseen .8 tilanne. Olkoon A kaikkien parien (Y, G)
kokoelma, misséd Y on vektoriavaruus jolla H CY C VjaG:Y - R
lineaarikuvaus jolle péitee G|y = F ja G(v) < p(v) kaikillav € Y.
Asetetaan (Y,G) < (Z,T) mikili Y on avaruuden Z vektorialiava-
ruus ja T|y = G. Osoita, ettd (A, <) on osittain jarjestetty joukko.

Tehtivi 4.9. Lauseen 4§ tilanne.

Osoita, etté osittain jarjestetyn joukon (A, <) jokaisella ketjulla on
ylaraja. Totea sitten Zornin lemman avulla etté joukossa on taten mak-
simaalinen alkio.

Tehtédva 4.10. Lauseen L8 tilanne.
Osoita, ettd joukon (A, <) mille tahansa maksimaaliselle alkiolle

(X, G) pitee, ettd V = X. (Vihje: Lemmal[{.7)

Seuraavaksi siirrytddn normiavaruuksien asetelmaan.

Lause 4.9 (Reaalikertoinen Hahn-Banach). Olkoon V' reaalinen
normiavaruus, A sen vektorialiavaruus ja h: A — K rajoitettu li-
neaartkuvaus. Tdlloin on olemassa lineaarikuvaus f: V — K jolle

pitee f|la=h ja ||| = [ f]].
Todistus. Tehtavat LI1THA T3l O

Tehtavia 4.11. Olkoon h: A — R rajoitettu lineaarikuvaus. Osoita,
ettd kuvaus

p:V =R, pla)=|A]-zlv
on sublineaarinen.
Tehtavi 4.12. Osoita, ettd edellisen tehtavén tilanteessa on olemassa

rajoitettu funktionaali F': V' — R jolle pitee F|4 = h seki F(v) <
IIA] - |lv]]y kaikilla v € V.

Tehtava 4.13. Todista reaalikertoiminen Hahnin ja Banachin lause
4.9

Hahnin ja Banachin lauseella paastaan kasiksi siihen, etta avaruuden
vektoreista saadaan tietoa tutkimalla avaruuden funktionaaleja. Téhan
suuntaan seuraava korollaari on varsin hyodyllinen.

Korollaari 4.10. Olkoon V normiavaruus. Jokaisella v € V' on
olemassa v' € V' s.e. ||V]| =1 ja v'(v) = ||v]].

Tehtdva 4.14. Todista ylldoleva korollaari [4.10}
(Vihje: tutki funktionaalia f € ({v})’, f(Av) = A||v].)

Esimerkki 4.11. Olkoon V' # {0} vektoriavaruus. Télloin V' # {0}.
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Tehtéva 4.15. Olkoon V' # {0}. Osoita, ettd nyt kaikilla v € V|
[oll = sup [v'(v)] = sup [v(v)].

[[o"l|<1 [[o"[|=1
(Vihje: Korollaari [4.10])

Tehtava 4.16. Olkoon V normiavaruus, W sen aito aliavaruus ja vy €
V' \ W piste, jolla d(vg, W) > 0. Osoita, ettd nyt on olemassa v' € V'
s.e. V'(vg) = d(vo, Y), ||V'|| = 1 jav'|w = 0.

(Vihje: Kéytd Hahn-Banachia.)

Lause 4.12. Normiavaruus V on separoituva jos sen duaali V' on
separoituva.

Todistus. Tehtavi 417 O

Tehtdvi 4.17. Todista Lause 12|

Ohje: Valitse tiheé osajoukko {v],} duaalin yksikkopallolta. Huomaa,
ettéd kaikilla n 16ytyy v, € Sy(0,1) s.e. v)(v,) > 3. Tee vastaoletus,
ettd {v,} el ole tihed yksikkopallolla, ja sovella tehtavéin tulosta
joukkoon Y = ({v,}). Osoita, etta téten saamallesi funktionaalille f
pétee || f — vl || > 5 kaikilla n.

4.3. Suljetut aliavaruudet.

Maairitelma 4.13. Normiavaruuden V' aliavaruus W on suljettu
aliavaruus mikali se on suljettu normin méaraaman metriikan mie-
lessé, eli jos W = W.

Tehtdvd 4.18. Osoita, ettd kuvausten z — asin(z) € C°([0,1],R)
kokoelma on normiavaruuden (C°([0,1],R), || - ||« ) suljettu aliavaruus.

Tehtdvd 4.19. Osoita, ettd aliavaruus P([0,1],R) C C°([0,1],R) ei
ole suljettu aliavaruus kun C°([0,1],R) on varustettu sup-normilla.

Lause 4.14. Olkoon V' normiavaruus ja f:V — K funktionaali
joka ei ole vakiokuvaus v — 0 Tdlloin seuraavat ovat yhtdpitivid.

(1) [ on rajoitettu lineaarikuvaus.
(2) f on jatkuva kuvaus.
(3) ker(f) on vektoriavaruuden V suljettu aliavaruus.

(4) ker(f) # V.

Todistus. Kohdat (1) ja (2) ovat yhtépitavid Huomautuksen 2.8 nojalla.
Kohta (2) implikoi kohdan (3), silld suljetun joukon alkukuva jat-
kuvan kuvauksen suhteen on suljettu metrisen topologian perusteiden

nojalla.
Implikaatio (3) = (1): Tehtéva [4.20]
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Implikaatio (3) = (4): Koska oletimme ettd f ei ole vakiokuvaus
nolla, niin oltava ker(f) # V. Téaten ehto (3) implikoi ehdon (4).
Implikaatio (4) = (3): Tehtéva [£.21] O

Tehtava 4.20. Todista Lauseen kohta (3) = (1).

Ohje: Tehddén vastaoletus; f ei ole rajoitettu. Valitaan jono (v;)
vektoreita v; € V s.e. |[vj]lv < 1ja|f(v;)] > j kaikilla j € N.

Osoita ensin, etté

U1 Vg

f(Ul) f(Uk)

€ ker(f) kaikilla £ € N

ja sitten, etta

U1 Vg U1

. (f(vo - f(w)) o)

Totea, ettd v/ f(v1) € ker(f) \ ker(f).
Tehtéva 4.21. Todista Lauseen kohta (3) = (4).

Ohje: Tehdadn vastaoletus; ker(f) ei ole suljettu aliavaruus. (Huo-
maa, ettd sekd ker(f) ettd ker(f) ovat kummatkin kuitenkin aliava-
ruuksia.) Valitaan v € ker(f) \ ker(f) ja w € V. Kirjoitetaan

o= ) ()

-~ -

A B

Osoita, ettd termi A kuuluu joukkoon ker(f) C ker(f). Néyté, etta
myos termi B kuuluu joukkoon ker(f). (Muista, ettd ytimen sulkeuma

on vektorialiavaruus.) Pééttele tisté, ettd w € ker(f). Totea, etté véite
on nyt todistettu.

Lemma 4.15. Normiavaruuden V aliavaruus W on tihed’] jos ja
vain jos sen annihilaattori on {0}.

°Eli ettd W =V

Todistus. Seuraavat kaksi tehtavaa. O

Tehtdva 4.22. Osoita, ettd jos jatkuvan funktionaalin rajoittuma ti-
hedan joukkoon on nolla, niin funktionaali on vakiokuvaus nolla.

Tehtéivi 4.23. Olkoon W vektoriavaruuden V aliavaruus jav € V\W.

Madrittele funktionaali F': (W U{v}) — K asettamalla F'(w+ \v) =
A. Osoita Lausetta kayttaen, ettd F' on rajoitettu lineaarikuvaus
(WU {v}) = K. Viimeistele todistus Hahn-Banachilla.
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4.3.1. Kompleksikertoiminen Hahn-Banach. Kompleksikertoiminen ver-
sio vaatii hieman erilaisen alun, silla kompleksiluvuilla ei ole yhté luon-
nollista jéarjestysrelaatiota kuin reaaliluvuilla.

Lemma 4.16. Olkoon V C-vektoriavaruus.
(1) Olkoon f:V — R R-lineaarinen lineaarikuvaus. Tdlloin
fc: V—=C, fclv)=fv)—if(iv)
on C-lineaarinen lineaarikuvaus.

(2) Olkoon F:V — C C-lineaarinen funktionaali. Tdllin Re(F)
on reaaliarvoinen funktionaali ja (Re(F))c = F.

Todistus. Suoraviivainen lasku. O

Lause 4.17. Olkoon V' C-vektoriavaruus ja p: V — R seminormi.
Olkoon edelleen W C 'V aliavaruus ja f: W — C lineaarikuvaus
s.e. |f(w)] < p(w) kaikilla w € W. Talloin on olemassa lineaari-
kuwvaus F: V — C s.e.

(1) |F(v)| < p(v) kaikilla v € V, ja

(2) Flw = f.

Todistus. Huomataan, ettd Re(f) on reaalinen funktionaali s.e. f(w) <
p(w) kaikilla w € W. Téten Lauseen[1.§nojalla sille 16ytyy R-lineaarinen
jatko F': 'V — R s.e. Fly = Re(f) ja F(v) < p(v) kaikilla v € V. Nyt
suora lasku osoittaa, ettd F on haluttu kuvaus. Il

Kompleksinen Hahn-Banachin lause saadaan kayttdmalla yllaolevaa
lauseen [4.9] kompleksisen version todistuksessa.
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5. LP~AVARUUDET

Tassé kappaleessa késitellddn sekd tamén kurssin ettd koko funktio-
naalianalyysin erds tédrkeimmista kuvausjoukosta, eli Ly-avaruudet.

Tehtava 5.1. Palauta mieleesi, kuinka lasket funktion

F 01 SR, f= {07 kun @ € [0,3)U (3, 1]

_1
I, kunz=3

Lebesguen integraalin fol f

Jatkossa oletamme, ellei toisin sanota, etté kaikki integraalit otetaan
Lebesguen mielessé.

Tehtava 5.2. Olkoon M ([0, 1], R) kaikkien Lebesgue-integroituvien ku-
vausten f: [0, 1] = R kokoelma. Osoita, ettd kuvaus N: M ([0, 1],R) —
R, N(f) = fol | f| on vektoriavaruuden M ([0, 1], R) seminormi, mutta
el normi.

5.1. Tekijaavaruudet.

Maaritelma 5.1. Olkoon V' vektoriavaruus ja W C V' sen vekto-
rialiavaruus. Aliavaruuden W sivuluokkia ovat joukot

W+v={w+veV|weW},

missd v € V. Huomaa, ettd “vektorit v; ja vy kuuluvat samaan
aliavaruuden W sivuluokkaan” on ekvivalenssirelaatio.

Avaruuden V' tekijaavaruus aliavaruuden W suhteen, V/W, on
kaikkien sivuluokkien kokoelma

{W+v|veV}
varustettuna laskutoimituksilla
(WHuv)+WHuv) =W+ (v1+v2), ja AW+ov)=W+ .

Tehtava 5.3. Osoita, ettd vektoriavaruuden aliavaruuden sivuluokat
ovat aina erillisia joukkoja, eli etta jos kaksi sivuluokkaa leikkaavat niin
ne ovat sama sivuluokka.

Tehtava 5.4. Osoita, etté relaatio “vektorit vy ja vy kuuluvat samaan
aliavaruuden W sivuluokkaan” on ekvivalenssirelaatio, eli toteuttaa eh-
dot

(1) xRz,

(2) =Ry jos ja vain jos yRz, ja

(3) jos zRy ja yRz, niin xRz.
Tehtava 5.5. Osoita, etta tekijdavaruuden laskutoimitukset ovat hy-
vinmaériteltyja.

Tehtavissa [3.21 on itse asiassa lahestytty seuraavien lauseiden

todistusta.
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Lause 5.2. Olkoon V' wvektoriavaruus ja W C V' sen vektorialiava-
ruus. Tdlloin V/W on vektoriavaruus ja kuvaus v — W + v on
lineaarinen surjektio V-— V/W.

Tehtiva 5.6. Todista lause (5.2

Lause 5.3. Olkoon V' wvektoriavaruus varustettuna seminormilla
N. Merkitiin W = N=Y{0}. Tdlléin V/W on normiavaruus kun
se varustetaan normilla ||[W + v|| = N(v).

Tehtiva 5.7. Todista lause (.3l

5.2. LP-avaruudet. Tassé kappaleessa merkitdaan 7:114 jotain reaaliak-
selin osavilid. Téssd kappaleessa myoskin merkitéaén 1/00 = 0, mutta
tamé tulee tulkita notaatiotekniikaksi eikéd darettoméan vastaluvuksi.

Maaritelma 5.4. Olkoon p € [1,00). Merkitddn

151 := ( !f|”>

| flloo := esssup,e; | f()].
Edelleen asetetaan

LP(I,K)={f:I—R| f on mitallinen ja || f||, < oo}

ja

Tavoitteenamme téssé kappaleessa on osoittaa, etta ylldoleva ||- ||, on
aina seminormi. Kolmioepayhtalon todistamiseksi tarvitaan kuitenkin
huomattavasti aputuloksia ja tyoté.

Seuraava epdyhtalo on tekninen lemma jota tarvitaan l&hinné td&méan
kappaleen sisalla.

Lemma 5.5 (Youngin epayhtélo). Olkoot a,b € [0,00) ja p,q >0
s.e. 1+ 1 =1. Tdllgin
b q
pop
ab < < T+ =
p q

Tehtava 5.8. Todista Youngin epéayhtalo.
(Vihje: Osoita, ettd viite on ekvivalentti véitteen “a®b® < aa + b
kun a, f € [0,1], a+ 5 = 1” kanssa ja kiytd logaritmin konkaaviutta.)

Seuraava Holderin epédyhtélo on erittiin téarked tyokalu koko loppu-
kurssin ajan.
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Lause 5.6 (Holderin epéyhtéls). Olkoot f € LP(I,K) ja g €
LYL,K) s.e. -+ = 1. Talloin kuvaukselle

fo: I =K, (fg)(z)= f(z)g(z)
pitee fg € L'(1,K) ja |[fgllr < I fllpllglle-

Tehtéva 5.9. Todista Holderin epédyhtalo tilanteessa p, g € (1, 00) so-
_ @I _ lg@) s s
_ _ L= Jab =Ty, Jain
tegroimalla saamasi epéayhtdlon kumpaakin puolta muuttujan x suh-

teen.

veltamalla Youngin epayhtélod lukuihin a

Tehtava 5.10. Todista Holderin epéyhtélo tilanteessa p = 1, q = .

Minkowskin epayhtalo antaa meille viimein toivotun kolmioepayhtéa-
16n.

Lause 5.7 (Minkowskin epayhtélo). Olkoot f,g € LP(I,K). Tidl-
loin f+g € LP(I,K) ja || f + glly < [ fllp + lgllp-

Tehtéava 5.11. Osoita, ettd kun p € (1,00) ja f,g € LP, niin f+ g €
L£r(1,K).
(Vihje: kun |f ()| < [g(z)], niin | f(z) + g(2)[? < 27|g(x)?.)

Tehtiva 5.12. Todista Minkowskin epayhtélo tilanteessa p, g € (1, 00)
soveltamalla Holderin epayhtéloéd ja huomiota

[f+gl” < IFILF+glP ™t + gl f + gl
Tehtava 5.13. Todista Lause [5.7] tilanteessa p = oc.
Tehtédva 5.14. Todista Lause [5.7] tilanteessa p = 1.
Tehtava 5.15. Osoita, ettd LP(I,K) on vektoriavaruus.
Tehtdva 5.16. Osoita, ettéd || - ||, on avaruuden £P(I,K) seminormi.
Tehtava 5.17. Osoita, ettéd
W ={feLr(,K) | fll, = 0}

on avaruuden £P(I,K) vektorialiavaruus.

Maéritelméa 5.8. Olkoon p € [1, co]. Méadritelldén
LP(I,K) = £°(I,K)/W,
missi W = { € £(I,K) | |fll, = 0}.

Huomautus 5.9. Huomaa, etté avaruuden LP (I, K) alkiot eivét ole funk-
tioita, vaan funktioiden ekvivalenssiluokkia. Kaytamme talla kurssilla
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kuitenkin yleisesti kiytossa olevaa terminologiaa, missé puhutaan “LP-
funktioista” ja kiytetidn ilmaisuja muotoa: “Kuvaus z + z% on LP-
funktio yksikkovalilla.” Naissa tilanteissa aina kuitenkin on taustalla
ajatus siitd, ettd kyseessd on oikeasti nédiden funktioiden ekvivalenssi-
luokat.

Erityisen tarkedd on se, ettd meidan pitda olla hieman varovaisia
sen suhteen, ettd millaisia véitteitd voimme kysya tai esittdd. Esimer-
kiksi vaitteet “Mikd on tdméan LP-funktion arvo nollassa?” tai “Onko
LP-funktio aina jatkuva?” eivat tarkoita mitaén, sillda LP-"funktiolla” ei
ole mitddn tiettyd arvoa annetussa pisteessd; jokaisella funktiolla on
LP-ekvivalenssiluokassaan useita muita funktioita jotka poikkeavat al-
kuperéisetd funktiosta tuossa nimenomaisessa pisteessa. Tamaéan sijaan
mahdollinen kysymys voisi olla, ettd “Onko talla LP-funktiolla jatkuvaa
edustajaa, eli jatkuvaa ekvivalenssiluokkansa alkiota?”

Tehtava 5.18. Osoita, ettd funktio

1, kinz =a
o R—> R, u = ’ ’
g 9a(2) {O, kun x # a,
kuuluu avaruuteen LP(R, R) kaikilla p € [1, oc].
Tehtava 5.19. Osoita, ettd funktio

1, kun z € Q,
0, kun = ¢ Q,

kuuluu avaruuteen LP(R,R) kaikilla p € [1, oo].

go: R—= R, go(z) :{

Huomautus 5.10. Jatkossa pidetdan tunnettuna mittateoriasta juontu-
vaa faktaa, jonka mukaan kaksi kuvausta jotka ovat melkein kaikkialla
samat kuuluvat aina samaan LP-ekvivalenssiluokkaan. (Mikéli siis kuu-
luvat kyseiseen LP-avaruuteen.

Tehtéava 5.20. Osoita, ettd (LP(I,K), || - ||,) on normiavaruus kaikilla
p € [1,00].

Esimerkki 5.11. Olkoon f: [0,1] — R kuvaus, joka mééritellddn seu-
raavasti. Otetaan yksikkovilin ratinoaalilukujen numerointi {q1, go, . . .}
ja asetetaan

—1
gj:[071]_>R, gj:{\/m 5 kunm;«éqj

0, kun x = g;.

Asetetaan edelleen f(z) = 37,277 g;(z). Mihin LP-avaruuksiin kuuluu
kuvaus 7

5.3. LP-avaruuksien tiydellisyys.
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Lause 5.12. Avaruus LP(I1,K) on Banachin avaruus kaikilla p €
[1, 00].

Todistus. Todistetaan luennolla kun p < oo, p = oo on HT. Il
Esimerkk: 5.13. Lause tilanteessa p < oo.
Tehtava 5.21. Todista Lause tilanteessa p = oo.
5.4. Esimerkkeja LP-kuvauksista.
Tehtava 5.22. Maaritd milla ¢ > 0 kuvaus
fi[l,00) =R, f(x)=a""
kuuluu avaruuteen LP([1,00),R), misséd p € [1, 00).

Tehtava 5.23. Maarita milla ¢ > 0 kuvaus

. Ja2t kunz #0
£:00,1]) > R, f(:rr)—{O lun  — 0

kuuluu avaruuteen LP([0,1]),R), missd p € [1, 00).

Tehtava 5.24. Maarita milla ¢ > 0 kuvaus

. Ja7t kunaz #0
f:10,00) = R, fm_{o kun z =0

kuuluu avaruuteen LP(]0,00),R), missé p € [1, 00).

5.5. LP-avaruuksien duaalit. Ylla olevissa lauseissa esiintyi usein lu-
kupari (p, q) jolle pétee 713 + % = 1. Téassa tilanteessa lukua p kutsutaan
usein luvun p duaalieksponentiksi, ja sitd merkitdan p’. Tamé termino-
logia juontaa siit, etté avaruus LP on avaruuden L? duaali.

Lause 5.14. Olkoonp € [1,00) jaq € (1, 0] s.e. %—l—% = 1. Tadllgin
kuvaus

T: L9(1,K) - (IP(IK)Y, (Tg)f = / 7

on isometria. Kun p = 0o ja ¢ = 1, kuvaus on isometrinen upotus.

Todistus. Tehtavét - seké esimerkki kattavat kaiken pait-
si kuvauksen surjektiivisuuden.

Kuvauksen surjektiivisuuden todistus ohitetaan, se on yllattavin ras-
kas ja vaatii kurssivaatimusten ja -siséllon ulkopuolelle menevia mitta-
teorian osaamista. Kts. esim [EW17, Proposition 7.36, s.230]. Kdyd&an
luennolla yleistéd ideaa l1api.

Idean perusideat ovat seuraavat. (Téssd x4: I — R, A C I on indi-
kaattorikuvaus joka saa arvon 1 joukossa A ja arvon 0 muualla. Edelleen
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M(I) C P(I) on joukon I kaikkien mitallisten osajoukkojen kokoel-
ma.)
Olkoon L € (L*(I,K))". Muodostetaan kuvaus

vt M(I) =Ry, v"(B)=sup{L(xa)| A C B},

ja osoitetaan (kohtuullisella vaivalla), ettd v+ on mitta joukossa I. (Jos
L = T(g) jollain g, niin v*(A) = [, g"du, missé g* = max(0, g) ja p
Lebesguen mitta.)

Suuremmalla vaivalla osoitetaan, etta mitta v™ on absoluuttisesti jat-
kuva Lebesguen mitan suhteen, jolloin voimme ottaa sen n.k. Radon-
Nikodym -derivaatan Lebesguen mitan suhteen. Téma derivaatta on
kuvaus h s.e. v (A) = [, hdp. Tehddén koko roska uudestaan, mut-
ta otetaan v~ joka on supremum yli arvojen —L(x4). Néin saadusta
kahden eri mitan Radon-Nikodym -derivaatasta saadaan ulos funktio
g s.e. vE(A) = [, g=du.

Téamén jilkeen osoitetaan, ettd itse asiassa g € LP ja T'(g) = L, josta

vaite seuraa. u
Tehtéva 5.25. Osoita, ettd Lauseen kuvaus 7" on lineaarinen ku-
vaus.

Tehtéva 5.26. Lauseen tilanteessa osoita Holderin epayhtélon
avulla, ettd |T'(g)f| < [lgllqllfll,- Osoita tdmén huomion avulla, ettd

1T ()N < [lgll-

Osoitetaan seuraavaksi eri tilanteisiin rajoittumalla, ettei pelkistaan
IT(g)]l < llgllq vaan peréti |T(g)]l = [|gllq-
Tehtava 5.27. Lauseen tilanteessa, kun p = oo ja ¢ = 1, osoita

ettd || T(g)] = llgllq-
(Vihje; méaaritd kullakin g € L9, g # 0, kuvaus f, = g/|g| ja laske

T(9)(f,)-
Tehtiva 5.28. Lauseen tilanteessa, kun p € (0, 00), osoita ettd

IT()N < llgllq-
(Vihje; maarita kullakin g € L7, g # 0, kuvaus

g (gl \?
To =14 (ngq)
ja laske T(g)(/,).

Esimerkki 5.15. Lauseen tilanteessa, kun p = 1 ja ¢ = oo, niin
1T (I < [lgll-
Tamén todistamiseksi, huomataan etta kaikilla ¢ > 0 joukolle
Aci={zel:]g(2)] > llgllc — €}
patee m(A) € (0,00). Méaéritelladn kuvaus

T K £ = 9(z)
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Tehtava 5.29. Edellisia tehtavia ja esimerkkia kdyttden, osoita etta
tehtavéan [5.14] kuvaus on isometrinen upotus, eli isometrinen kuvaus

kuvajoukolleen.
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6. ISOJA LAUSEITA

Téassé kappaleessa kiydaan lapi muutama téarkea, ldhes Hahn-Banachin
veroinen tulos, joista on hyotyd monessa eri yhteydessa jatkossa.

Maaritelma 6.1. Normiavaruuden V osajoukko U on avoin mikali
kaikilla v € U on olemassa r, > 0 s.e. By(v,r,) C U.

Huomautus 6.2. Ekvivalentisti, joukko on avoin jos ja vain jos sen
komplementti on suljettu, eli oma sulkeumansa.

Seuraava jossain méérin topologinen tulos sekd sen Korollaari
ovat taméan luvun tychevosia. Kummatkin véitteet patevit yleisemmin
mille tahansa téydelliselle (pseudo)metriselle avaruudelle.

Lause 6.3 (Bairen kategorialause (erés muotoiluista)). Olkoon V'
Banachin avaruus ja A; C 'V, j € N, kokoelma avoimia tiheitd
joukkoja. Télloin joukko A = NjenA; CV on tihed.

Todistus. Riittda nayttdd, ettd mikd tahansa avaruuden V' epétyhja
avoin joukko U leikkaa joukkoa A. Koska A; on tiheé, niin on olemassa
r1 € UN A; ja koska kahden avoimen joukon leikkaus on avoin, 16ytyy
side r, > 0 s.e. By(z1,71) C UNA;.

Oletetaan nyt, ettd olemme maéritelleet pisteet x1, ..., z,. Nyt kos-
ka A, 1 on tihed, 16ytyy piste x,11 € B(Zn, ) N Any, ja koska kah-
den avoimen joukon leikkaus on avoin, 16ytyy side r,+1 € (0, %) s.e.
By (n41,Tn41) C By (@n,rm) N Apgr.

Téten saadaan rekursiivisesti maériteltya jono (z,), jolla erityisesti
patee, etta

. 1
{z;]j > N} C By(ay, N)'

Téastd seuraa, ettd kyseinen jono on Cauchyn jono ja siis suppenee
avaruudessa V' kohti jotakin pistettd xy. Koska valitsemamme kuulat
olivat kaikki sisdkkaisid, niin nyt o € U ja x¢p € A; kaikilla j € N,
joten erityisesti

ro €UN()A;
JEN

g

Esimerkki 6.4. Huomaa, ettd Bairen kategorialauseessa numeroituva
indeksijoukko on vilttdméton; joukot R\ {z}, x € R ovat avoimia
tiheitd Banachin avaruuden (R, |-|) osajoukkoja, mutta niiden leikkaus
on tyhja.
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Korollaari 6.5 (Bairen kategorialause (erés toinen muotoiluista)).
Olkoon V' Banachin avaruus ja B; C 'V, j € N, kokoelma suljettuja
joukkoja s.e. U;B; = V. Talloin on olemassa jo s.e. joukolla Bj,
on sisapiste.

Tehtava 6.1. Todista, etta ylldoleva korollaari seuraa Bairen lauseen
ensimmaisestd muotoilusta.

(Vihje: joukolla on sisdpisteitd jos ja vain jos sen komplementti ei
ole tihed.)

Seuraava Banachin ja Steinhausin lause tunnetaan myos tasaisen
rajoituksen periaatteena.

Lause 6.6 (Banachin ja Steinhausin lause). Olkoon S jokin in-
deksijoukko (esim. N tai R) ja {T, | o € S} kokoelma rajoitettuja
lineaarikuvauksia Banachin avaruudelta (V.|| -||) normiavaruuteen
(W,N).

Mikdli talloin kaikilla v € V' joukko {T,(v) | a € S} on rajoitet-
tu, niin on olemassa vakio M > 1 s.e. ||T,|| < M kaikilla o € S.

Todistus. Seuraavat nelja tehtavas. O

Tehtava 6.2. Lauseen [6.6] tilanteessa, osoita ettéd joukot
E, ={veV |supN(T,(v)) <n}
acsS

ovat suljettuja ja U, FE,, = V.
(Vihje: osoita, ettd E, =, (N o T,)~ 0, n].)

Tehtava 6.3. Lauseen tilanteessa, pédttele ettd jollakin N € N
joukolla Ey on sisépiste. Osoita, ettéd talloin itse asiassa By (0,7y) C
En jollakin ry > 0.

(Vihje: kdyta joukkojen E, symmetrisyyttd; v € E, joss —v € E,.

Tehtiva 6.4. Lauseen tilanteessa, osoita ettd [|T,| < % kaikilla
ach.

Tehtiva 6.5. Osoita, ettd Lause|6.6] ei ole vélttdmatta totta mikali V'
ei ole Banachin avaruus.

(Vihje: Reaalikertoimisten polynomien avaruus P([0, 1], R) varustet-
tuna sup-normilla ei ole tdydellinen.)

Maaritelma 6.7. Olkoon (7,) jono rajoitettuja lineaarikuvauksia
V — W, missd V ja W ovat normiavaruuksia.

Mikéli ||7;, — T'|| — 0, kun n — oo, niin sanomme etté kyseinen
jono suppenee tasaisesti kohti kuvausta T
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Mikali kaikilla v € V pétee, ettd ||T,,(v) — T'(v)|[lw — 0, kun
n — o0, niin sanomme ettad kyseinen jono suppenee vahvasti kohti
kuvausta T

Tehtavi 6.6. Osoita, ettd jos jono rajoitettuja lineaarikuvauksia sup-
penee tasaisesti, se suppenee myo6s vahvasti.

Esimerkk: 6.8. Esimerkki jonosta joka suppenee vahvasti, mutta ei ta-
saisesti.

Lemma 6.9. Olkoon V Banachin avaruus ja W normiavaruus.
Mikdli jono rajoitettuja lineaarikuvauksia (T,) suppenee vahvasti
kohti kuvausta T', niin T' on rajoitettu lineaarikuvaus.

Tehtivi 6.7. Todista Lemma [6.9]
(Vihje: Osoita lineaarisuus suoraan, rajoittuneisuuteen kiyta Banac-
hin ja Steinhausin lausetta.)

6.1. Avoimen kuvauksen lause. Muistetaan, ettd homeomorfismi
on bijektiivinen kuvaus jolle pétee, ettd sekd kuvaus ettd sen kadan-
teiskuvaus ovat jatkuvia.

Maaritelma 6.10. Kuvaus f: X — Y kahden metrisen (tai topo-
logisen) avaruuden vélilld on avoin kuvaus, mikali jokaisen avoimen
joukon kuva on avoin.

Huomautus 6.11. Huomaa, ettd kuvaus on jatkuva jos ja vain jos jo-
kaisen avoimen joukon alkukuva on avoin. Téaten bijektiivinen kuvaus
on avoin jos ja vain jos se kdadnteiskuvaus on jatkuva.

Edelleen muistetaan, etté lineaarikuvaus on jatkuva jos ja vain jos se
on rajoitettu. Téten erityisesti bijektiivisen lineaarikuvauksen L ka#n-
teiskuvaus on rajoitettu jos ja vain jos L on avoin.

Lause 6.12. Olkoon L:V — W rajoitettu lineaarikuvaus kahden
Banachin avaruuden valilld. Jos L on surjektio, niin se on avoin
kuvaus.

Todistus. Tehtavat [6.8 — [6.13] O

Tehtavia 6.8. Olkoon 7: V' — W rajoitettu surjektiivinen lineaari-
kuvaus, missa V' on normiavaruus ja W Banachin avaruus. Télloin on
olemassa ro > 0 siten, ettd By (0,79) C T(By(0,1)).

(Vihje: Osoita ensin, ettd W = U, T(B(0,n)) ja kiyta Bairen lauset-
ta. Hyodynné sitten joukon 7'(B(0, R)) symmetrisyyttd ja konveksi-
suutta.)
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Tehtavi 6.9. Lauseen tilanteessa, osoita etta riittad nayttaa etta
0 on joukon T'(By (0, 1)) sisipiste[f]

Tehtava 6.10. Lauseen tilanteessa, niyta etta kaikilla ¢ > 0 on
olemassa ¢ € (0,¢) s.e. By/(0,9) C T(By(0,¢)).
(Vihje: Tehtdva [6.8])

Tehtéivi 6.11. Lauseen [6.12)tilanteessa, olkoon €; > 0 jonos.e. > e; <
1 ja 9, jono joka saadaan soveltamalla edellistd tehtdavéé jonon e; al-
kioihin.

Olkoon w € By (0,6d;). Osoita, ettd talléin on olemassa jono (v,),
v; € By(0,¢)) see. ly — T(X5_, )|l < Sp41 kaikilla k.

(Vihje: Edellinen tehtéva.)

Tehtava 6.12. Lauseen tilanteessa, osoita etta edellisen tehtévan
jonoa () vastaava sarja suppenee.
(Vihje: Tehtéva [3.20])

Tehtiava 6.13. Lauseen tilanteessa, osoita ettd edellisen tehta-
vén raja-arvolle vy pétee vy € B(0,1). Viimeistele nyt Lauseen
todistus.

Korollaari 6.13. Olkoot V' ja W Banachin avaruuksia ja T:V —
W rajoitettu lineaarikuvaus. Jos T on bijektio, niin se on homeo-
morfismi.

Tehtava 6.14. Todista korollaari

Korollaari 6.14. Olkoot || - ||1 ja || - || kaksi vektoriavaruuden V
normia s.e. V' on taydellinen kummankin normin suhteen. Mikdli
on olemassa M > 1 s.e. ||v]|1 < M||v||2 kaikilla v € V', niin normit
|- |lx ja || - ||l2 ovat ekvivalentit.

Tehtava 6.15. Todista korollaari [6.14]

Tehtédva 6.16. Todista korollaarin [6.13] avulla, ettd missd tahansa &é-
retonulotteisessa vektoriavaruudessa on normi, jonka suhteen avaruus
ei ole taydellinen.

6.2. Suljetun kuvaajan lause.

Maaritelma 6.15. Kuvauksen f: X — Y kuvaaja eli graafi on
joukko

I'(f) ={(z, f(z)) CX xY |z e X}

6Muista, ettd piste x on joukon A sisdpiste mikéli on olemassa side r > 0 s.e.
B(z,r) C A.
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Huomautus 6.16. Huomaa, ettd kahden normiavaruuden tulo on edel-
leen normiavaruus kun se varustetaan kordinaattikohtaisilla laskutoi-
mituksilla ja esimerkiksi normilla ||(v, w)|| = ||v|lyv + ||w||w — kts. Teh-
tava [6.17

Lause 6.17 (Suljetun kuvaajan lause). Olkoon L: V — W lineaa-
rikuvaus kahden Banachin avaruuden vililla. Jos I'(L) on suljettu,
nun L on rajoitettu.

Todistus. Tehtavat - [6.201 O

Tehtdva 6.17. Osoita, ettd normiavaruuksien (V| - |v) ja (W,] -
llw) tuloavaruus V' x W on normiavaruus kun se varustetaan normilla

(0, W)l = llvlly + fwlw-

Tehtava 6.18. Osoita, ettd Banachin avaruuden suljettu aliavaruus on
edelleen Banachin avaruus. Totea, etté erityisesti Lauseen [6.17] oletuk-
silla I'(L) on Banachin avaruus.

Tehtdva 6.19. Lauseen tilanteessa, osoita ettd kuvaus p: I'(L) —
V, p(v, L(v)) = v, on rajoitettu lineaarikuvaus ja bijektio.

Tehtiva 6.20. Todista Lause 617
(Vihje: Edellinen tehtévé ja avoimen kuvauksen lause. Osoita, ettd
ol + 1T @) < I~ Hlll-)

6.3. Kiinnostavia seurauksia aiemmille lauseille.

Tehtava 6.21. Olkoon L: V — V rajoitettu lineaarikuvaus, missia V'
on Banachin avaruus. Osoita, ettd mikéli || T|| < 1, niin sarja > po, T*
suppenee. (Téssd TV = idy ja T" ™ =T"o T.)

Tehtava 6.22. Osoita, ettd edellisen tehtavéin tilanteessa sarjan raja-
arvo on kuvauksen idy —T kddnteiskuvaus ja
1
idy —T)7| < ———.
Tehtavia 6.23. Olkoon L: V — W injektiivinen rajoitettu lineaari-
kuvaus kahden Banachin avaruuden vélilld. Osoita, ettd jos T'(V') on
suljettu aliavaruus, niin on olemassa ¢ > 0 s.e. |[L(v)| > c||v|| kaikilla
velV,
(Vihje: Avoimen kuvauksen lause.)

Tehtava 6.24. Olkoon L: V — W injektiivinen rajoitettu lineaariku-
vaus kahden Banachin avaruuden valilla. Osoita, ettd jos jollain ¢ > 0
pétee, ettd ||L(v)|| > c||v| kaikilla v € V, niin T'(V') on suljettu aliava-
ruus.

(Vihje: Tutki kdéanteiskuvausta T'(V) — V.)
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7. LP AVARUUDET OSA 2 — THE ELECTRIC BOOGALOO

Tamé& on viimeinen kappale ennen kurssin ensimméista vélikoetta.
Valtavan tehtaviryopyn sijasta tarjolla on harjoitustentti — viisi tehtéa-
vaa jotka kaikki palautetaan kirjallisesti ennen ensimmaista vilikoetta.
Harjoitustentti 16ytyy sekéd prujun alikappaleena etté kurssin kotisivul-
ta.

Tassa kappaleessa Kaydaén 1api hieman lisda LP-avaruuksien teoriaa
seka joitakin muita tdhanastisiin késitteisiin liittyvié aiheita. Tarkoitus
on seka tayttda pienia reikia teoriassa seka taman varjolla kerrata tdhan
asti kiytya. Téassa luvussa olevia todistuksia tarvittaessa laajennetaan
luennon jalkeen toiveiden perusteella.

7.1. Toivottuja esimerkkeja.

Esimerkki 7.1. Esimerkki kuvauksesta joka on avoin muttei jatkuva.
Otetaan f: R? — [0,27), f(z) = arg(2).
Esimerkk: 7.2. Esimerkki jonosta operaattoreita joka suppenee vahvas-
ti vaan ei tasaisesti.
T,: I"(R) = (Y(R), Tp(zy,29,23,...)=(0,0,...,0,20, Tpi1,...).
n—1 kpl

7.2. Lisada LP-avaruuksista. Muutamia faktoja LP-avaruuksista, joi-
ta ei aiemmin ehditty tai muistetu kayda lapi.

Lause 7.3. Avaruus LP(I,K) on separoituva kaikilla p € [1,00).

Todistus. Todistus nojaa siihen ettd yksinkertaisten funktioiden joukko
on tihed avaruudessa LP, ja yksinkertaisia funktioita voidaan approk-
simoida 'rationaalisilla yksinkertaisilla funktioilla’. U

Huomautus 7.4. Avaruus L™ (I, K) ei ole separoituva; timé seuraa ku-
ten aiemmin siitd, ettd voidaan tutkia funktioita jotka saavat arvoja 1
ja 0. Tarkemmin sanottuna, esimerkiksi tilanteessa I = [0, 1] kuvaukset
muotoa

0, kun z € {0,1}
00,1 = R, fo(z) = < s(n), kun z € {n™' | n € N}
lineaarinen  muulloin,
missd s: N — {0, 1} on miké tahansa jono nollia ja ykkdsid, muodos-

tavat ylinumeroituvan joukon funktioita avaruudessa L>([0,1],R) s.e.
£ — foll > 1 kaikilla s # 5.
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Lemma 7.5. Olkoon f € LP(I,K) kaikilla p € [1,00]. Tdalldin
T [y = 17

Todistus. Todistetaan tilanteessa, missa I on rajoitettu, yleinen tilanne
seuraa tutkimalla rajoittumia véleille [—7, j], kun j — oo.
Yhtéalta kaikilla € € (0, || f|l«) asetetaan

Sei=H{rel:[f(@)] = fllo—e}

= ([ (I ) = (sl - i3

Taten Iiminf, o || fll, > || f|lco-
Toisaalta aina

= (f150) < (fusi) = i

Lause 7.6. Normiavaruuden duaalt on aina taydellinen.

Nyt

=

3=

Esimerkki 7.7. Avaruuden L*° duaalista. Aiemmin huomattiin, etté
(LP) = L, ja (L') = L™. Entd (L*®)'? Lyhyt vastaus on, ettd ava-
ruuden L*(£2, X, 1) duaali on kaikkien niiden &darellisesti additiivisten
aarellisten merkkimittojen kokoelma, jotka on maaritelty kokoelmassa
Y’ ja ovat absoluuttisesti jatkuvia mitan g suhteen. Néilla on luonnol-
linen vektoriavaruusrakenne, ja ne voidaan varustaa normilla nimelta
totaalivariaatio. Kts. lisdd esim. [DS88, Theorem IV.8.16, s. 296]

7.3. ¢P-avaruuksista. Funktioavaruuksien LP ohella tirkean kokoel-
man vektoriavaruuksia muodostavat ¢P-avaruudet. (Lue: “pikku-&l pee”.)

Maéaritelma 7.8. Kun p € [1, 00), merkitdén

PK) = {(@n)i2y | 20 €K, ) ;)P < 00},
j=1
seka
°(K) :={(xn)2, | z, € K sup|x]| < o0}
jEN
Edelleen méaéaritellaan

|(@n)lp == Z |z;|P




MATS220 — FUNKTIONAALIANALYYSI - KEVAT 2020 49
kun (z,) € ¢ ja
(@) loo = sup |z;,
JEN
kun (z,) € ¢>°.

Huomautus 7.9. Huomaa, ettd mikali olisimme mééritelleen LP(I,K)-
avaruudet yleisemmin tilanteessa, jossa I voisi olla mikad tahansa jar-
kevi{'| mitta-avaruus, niin (’-avaruuksien teoria tulisi “ilmaiseksi” tutki-
malla mitta-avaruutta (N, ), missi p on lukumééramitta p(A) = #A.

Lause 7.10. Kaikilla p € [1, 00| avaruus ¢P(K) on Banachin ava-
TUUS.

Todistus. On suoraviivaista tarkistaa, ettd ¢?(K) on vektoriavaruus.
Kun p = 1,00, on ||-||, helppo ndhdéa normiksi. Yleisessé tilanteessa ko-
pioidaan Hélderin- ja Minkowskin epayhtéldiden todistukset korvaten
integraalit summamerkeillé.

Taydellisyys todistetaan kuten LP-tapauksessa; huomataan ettd Cauc-
hyn jono ¢P-jonoja on sellainen, ettd kussakin kordinaatissa on reaali-
nen Cauchyn jono, joka suppenee reaalilukujen taydellisyyden nojalla.
Suora lasku osoittaa, etté alkuperiinen jono suppenee taté pisteittéista
rajaa kohti || - ||,-normin suhteen. O

Lause 7.11. Kaikilla p € [1,00) avaruus (P(K) on separoituva
Banachin avaruus.

Todistus. Jonot muotoa
{(gn) | ¢j € Q, ¢; # 0 vain &érellisen monella indeksilld j}

muodostavat numeroituvan osajoukon avaruudessa (P, ja ovat siella
myos tiheédssa. U

Lause 7.12. Kaikilla p,q € [1,00] joilla p~' + ¢~ = 1 operaattori
T: P(K) = (1K), (T(@n))(¥n) = D> Tn¥n
J

on isometrinen upotus. Kun p € (1,00), niin kuvaus T" on isomet-
ria.

Todistus. Kuten Lauseen todistus, mutta surjektiivisuus on nyt
suoraviivaisempi.

"Esim. Borel, Radon, o-direllinen, tjsp.
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Olkoon L € (¢%(K))'. Muodostetaan kaikilla j € N jono (e )52

asettamalla

n=1
o {1, kun n = j,

0, muulloin.

Maédritelladn jono (y,,) asettamalla y; = L((e)°; kaikilla j € N. Nyt
suora lasku osoittaa, ettd L = T'(y;). O

7.4. Biduaali ja refleksiiviset avaruudet.

Maéritelmé 7.13. Olkoon V normiavaruus. Sen biduaali on (V') =:
V" eli sen normin duaali.

Lause 7.14. Kuvaus
T:V =V, (TW)(f)=f(v)

on rajoitettu lineaarikuvaus ja isometrinen upotus.

Maaritelma 7.15. Normiavaruus V' on refleksiivinen, mikali ka-
noninen upotus

T:V =V, (TW)(f)=f(v)

on isometria[]

“Téssé oli aikaisemmin virhe; silld vaitettiin etté refleksiivisyyteen riittaa olla
isometrinen biduaalinsa kanssa jonkin isometrian suhteen. Tamé ei ole tot-
ta, refleksiivisyyden méaaritelmé on ylldoleva asia, eivéatkd eri méaéritelmét ole
yhtapitavid. Kts. esim. Jamesin avaruus https://en.wikipedia.org/wiki/
James’27_space

Huomautus 7.16. Lauseen nojalla jokainen LP-avaruus, p € (1,00)
on refleksiivinen.

7.5. Muita juttuja.

Maaritelma 7.17. Olkoon V vektoriavaruus. Osajoukko A C V
on konveksi, mikali kaikilla v, w € A ja kaikilla A € (0,1) (1—X\)v+
2w € A.

Edelleen joukko on aidosti konveksi mikali se on konveksi ja kai-
killa A € (0,1) (1 — A)v + Aw on joukon A sisépiste.

Esimerkk: 7.18. Esimerkkeja konvekseista joukoista;

(1) Yksiot {v} C V.

(2) Kaikki aliavaruudet, erityisesti koko avaruus.

(3) Suljettu ja avoin kuula.

(4) Konveksin joukon kuva lineaarikuvauksen suhteen.

(5) Konveksin joukon alkukuva lineaarikuvauksen suhteen.
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Tehtéava 7.1 (Invariant subspace problem.). Olkoon V' kompleksinen
Banachin avaruus ja T': V' — V rajoitettu lineaarikuvaus. Onko talloin
aina olemassa suljettu aliavaruus W € Ws.e. W #£ {0}, V jaTW = W.

(Vihje: “Hankala.” Kts. esim. https://en.wikipedia.org/wiki/Invariant_
subspace_problem.)
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HARJOITUSTENTTI ENSIMMAISEEN VALIKOKEESEEN

Kukin seuraavasta viidestd tehtavistd on kuuden pisteen arvoinen.
Koeaikaa on nelja tuntia.

(1) Olkoon C'([0,1],R) kaikkien jatkuvasti derivoituvien funktioi-
den [0,1] — R muodostama vektoriavaruus. Osoita, ettd nor-
mit || fll100 = [[flloo + |/l j& | /]l eivét ole ekvivalentteja
normeja.

(2) Osoita, ettd kuvaus

L: C°([0,1],R) — C°([0, 1], R), L(f)(%’)z/oxf(t)dt

on rajoitettu lineaarikuvaus kun seké 1ahto ettd maali varuste-
taan normilla || - |-
Onko kuvaus L injektio tai surjektio?

(3) Osoita, ettd kaikkien polynomien p: [0, 1] — R avaruus P([0, 1], R)

varustettuna sup-normilla || - ||o
(a) on separoituva, mutta
(b) ei taydellinen normiavaruus.

(4) Olkoon L: V — W injektiivinen rajoitettu lineaarikuvaus kah-
den Banachin avaruuden vélilld. Osoita, ettd jos jollain ¢ > 0
pétee, ettd || L(v)|| > c||v| kaikilla v € V', niin T'(V') on suljettu
aliavaruus.

(5) Maaritellddn kuvaus

7: L0, 1LR) = (C¥(0.1LR), (To)f = [ fo

(a) Osoita, ettd T" on hyvinmaééritelty lineaarikuvaus.

(b) Osoita, ettéd T rajoitettu lineaarikuvaus.

(c) Osoita, ettd kuvaukselle T' patee ||T'(v)|| = ||v| kaikilla
ve L.
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8. HILBERTIN AVARUUDET

Tahan mennesséd on tutkittu vektoriavaruuksia sekd néiden aliluok-
kana normiavaruuksia. Téassd kappaleessa mennaédn viela askel eteen-
péin ja varustetaan vektoriavaruus sisdtulolla.

Kuten aarellisulotteisessa tilanteessa, sisdtulo antaa tietoa kahden
vektorin keskiméariisestd suhteesta. Se sisaltda pituusdatan lisdksi tie-
toa myos vektorien vilisestd 'kulmasta’, mikali tatd on ddretonulottei-
sessa tapauksessa edes jarkevda madritella.

8.1. Sisatulo.

Maaritelma 8.1. Olkoon V' K-vektoriavaruus. Sisdtulo avaruu-
dessa V on kuvaus S: V x V — K, jolle pétee
(S1) S(v,w) = S(w,v) kaikilla v,w € V.

Téassd z on kompleksiluvun z = x + 1y konjugaatti x — 1y.
Erityisesti mikéili K = R, niin ehto vaatii vain ettd S(v, w) =
S(w,v).

(S2) S(Avy + vg,w) = AS(v1,w) + S(vq, w) kaikilla vy, ve,w € V,
A e K

(S3) S(v,v) > 0 kaikilla v € V. (Erityisesti siis kompleksisella
sisdtulolla S(v,v) =z + iy s.e. z > 0jay =0.)

Merkitsemme usein vektorien v ja w sisdtuloa (v,w) := S(v,w).

(Notaatioita (v|w) ja (v|w) ndkee myos joskus.)

Vektoriavaruutta, joka on varustettu sisdtulolla, kutsutaan sisd-
tuloavaruudeksi.

Tehtidvd 8.1. Osoita, ettd S(f,g) = [, fg on sisitulo avaruudessa
C°([0,27],R). Laske funktioiden sin ja cos sisdtulo.

Tehtidvd 8.2. Osoita, ettd S(f,g) = [, fg on sisitulo avaruudessa
L2(I,R).

Tehtivi 8.3. Osoita, ettd S(f,g) = [, fg ei ole sisitulo avaruudessa
L'(R,R).

Tehtévi 8.4. Osoita, ettd ((z,), (yn)) = >_; x;y; on sisitulo avaruu-
dessa (%(R).

Lemma 8.2 (Cauchyn epéyhtild). Sisdtuloavaruudessd pitee
(z,y)* < (z,2)(y,y).

Tehtiva 8.5. Todista Lemma [8.2
(Vihje: Kolmioepéyhtélod varten tutki termid (x + Ay, x + Ay) ja
purkamisen jilkeen aseta A = —(x,vy)/(y,vy)).)
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Lause 8.3. Olkoon (V, (-,)) sisdtuloavaruus. Tdlloin
[o]] == v/{v,v)

on normd.

Tehtava 8.6. Todista Lause B3
(Vihje: Cauchyn ey; Lemma [8.2])

Huomautus 8.4. Jatkossa oletamme, ellei toisin sanota, etta sisdtuloa-
varuus on aina varustettu Lauseen [B.3] antamalla normilla.

Tehtava 8.7. Olkoon V sisdtuloavaruus. Osoita, ettd kaikilla vy € V'
kuvaukset v — (v,v9) ja w +— (vy, w) ovat jatkuvia.

Tehtava 8.8. Olkoon V sisdtuloavaruus. Varustetaan vektoriavaruus
V xV normilla || (v, w)|| = ||v|lv+]||w]||y. Osoita, etta sisdtulo on jatkuva
kuvaus V x V — K.

Lemma 8.5. Olkoon H sisdtuloavaruus. Tdalloin kaikilla vy € H,
funktionaali v — (v, vo) on rajoitettu lineaarikuvaus.

Tehtiava 8.9. Todista Lemma [R.5]

8.2. Taydelliset sisdtuloavaruudet.

Maaritelma 8.6. Hilbertin avaruus on taydellinen sisdtuloava-
ruus.

Tehtdvi 8.10. Osoita, ettd L?(1,K) on Hilbertin avaruus.

Lause 8.7. Olkoon (V|| - ||) normiavaruus s.e.
lz + yll* + llz — ylI* = 2[l=|* + 2[ly]1*
kaikilla x,y € V. Tallgin

1
S:VxV =R, Sy = Z(Hiﬂ +yl* = llz =yl

on sisdtulo ja || - |ls =1 - |I-
Todistus. Tehtavit BRITHIIE O

Tehtédva 8.11. Lauseen [8.7] tilanteessa, osoita ettd S(v,w) = S(w,v)
ja S(v,v) > 0 kaikilla v,w € V.

Tehtiva 8.12. Lauseen tilanteessa, osoita ettd /S(v,v) = ||v]]
kaikilla v € V.

Tehtava 8.13. Lauseen tilanteessa, todista ettd S(vq + vo,w) =
S(vy,w) + S(ve, w) kaikilla vy, vy, w € V.
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Tehtévi 8.14. Lauseen[3.7]tilanteessa, todista ettd S(cv, w) = ¢S(v, w)
kaikilla v,w € V', ¢ € Q.

(Vihje: Osoita ensin arvoille —1, 1 ja sitten induktiolla kaikille ¢ € Z.
Osoita sitten, ettd jos viite pétee arvolle ¢, niin se péatee arvolle %
Osoita lopuksi, etté jos viite patee arvoille ¢; ja co, niin se patee myos
arvolle cjes.

Tehtévi 8.15. Lauseen[8.7tilanteessa, todista ettd S(cv, w) = ¢S(v, w)
kaikilla v,w € V, c € R.
(Vihje: Edellinen kohta ja jatkuvuus.)

Tehtava 8.16. Todista Lause B
Huomautus 8.8. Lauseen [8.7] tilanteessa myos

1
S(C(xa y) = Z_l

on sisétulo ja || - |s. = - ||-

] . .
(lz +91” = llz = ylI*) + Z(llz + iyll* = ll= — iy]*)

Huomautus 8.9. Jos S ja S ovat kaksi reaalista sisétuloa vektoriava-
ruudessa V' ja ||v||s = ||v||g kaikilla v € V, niin S = S. Seuraa huo-
maamalla, ettd nyt S(v,v) = S(v,v) kaikilla v, joten S(z +y,z+y) =

A

S(z +y,r+y) kaikilla z,y € V. Laskemalla termit auki, saadaan etta

~

S(z,y) = S(x,y).

Lause 8.10. Olkoon H hilbertin avaruus ja asetetaan
T:H—H (TW))(w)= (w,v).
(1) Kun K = R, niin T on lineaarinen isometrinen upotus ja
17| = 1.
(2) Kun K = C, niin T on konjugaattilineaariner{] isometrinen
upotus.

?Kéaydaan luennolla.

Tehtdva 8.17. Todista Lauseen tapaus K = R.

8.3. Kohtisuoruus sisituloavaruudessa.

Maaritelma 8.11. Sisdtuloavaruuden V' vektorit v ja w ovat koh-
tisuorassa eli ortogonaalit mikéli (v, w) = 0. Tatd merkitdan v L w.

Tehtava 8.18. Olkoon V sisatuloavaruus ja K C V joukko jolle péatee
vlw kaikilla v,w € K, v # w. Osoita, ettd joukko K on lineaarisesti
riippumaton.

Lemma 8.12. Olkoon V sisdtuloavaruus. Tdlloin kaikilla v,w € V
patee
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(1) Polaarikaavat:
1
Re(z,y) = 7 (e +yll* - llz - y1I°)

1 , .
Im(z,y) = 7 (e +iy|* = [lo —iyl*)

2) |z +yll>+ llz — ylI* = 2||z||> + 2||y||* (suunnikassdiintd) ja
(3) Jos x Ly, niin ||z +y||* = ||z||*> + ||y||*. (Pythagoraan lause)

Tehtava 8.19. Todista Lemman polaarikaavat.

Tehtiva 8.20. Todista Lemman [R.12] suunnikassaanto.

Tehtava 8.21. Todista Lemman [8.12] Pythagoraan lause.
Esimerkki 8.13. Geometrinen Cauchy. Olkoon v, u € H. Asetetaan

(u,v) {u,v)

vV=—Uut+v— 5 —u

(u,u) (u,u)

jolloin suoralla laskulla a_Lb, ja siten Pythagoran epayhtalolla
o)
Il

(u, v)

{u, u)

loll* = llall* + 16]I* > llal* =

Tasta seuraa Cauchyn epéyhtalo.

Tehtiva 8.22. Osoita, ettd L(]0, 1], R) ei ole sisituloavaruus.
(Vihje: Osoita ettd suunnikassaanto ei pade funktioille f(z) = X[0,1] (x)

ja g(x) = xq 0(2).)

Maaritelma 8.14. Olkoon V sisdtuloavaruus ja A C V. Joukon
A ortogonaalikomponentti eli kohtisuora komplementti on joukko

At :={v eV | (v,a) =0 kaikilla a € A}

Tehtdva 8.23. Olkoon A C V sisdtuloavaruuden epétyhja osajoukko.
Osoita, ettd AL on aliavaruus.

Tehtava 8.24. Olkoon A C V sisédtuloavaruuden epétyhja osajoukko.
Osoita, ettd A+ on suljettu aliavaruus.

Tehtava 8.25. _Olkoon W C V sisdtuloavaruuden V aliavaruus. Osoi-
ta, ettd UL = (U)*.

Tehtiva 8.26. Olkoon A C V sisédtuloavaruuden V' osajoukko. Osoita,
etti A C (AH)*.

Tehtava 8.27. Olkoon B C V sisdtuloavaruuden V' osajoukko. Osoita,
etti BN BT C {0}.
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Tehtdvd 8.28. Olkoon V sisdtuloavaruus. Osoita, ettid {0} = V ja
v+ ={0}.
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9. HILBERTIN AVARUUKSIA 2

Téassé kappaleessa jatketaan Hilbertin avaruuksien ominaisuuksien
tutkimista. Todistetaan alkuun hieman hyodyllisid apuhuomioita. Muis-
ta, ettd vektoriavaruuden V osajoukko A C V on konveksi, mikali kai-
killa v, w € Ajakaikilla A € (0,1) (1—=N)v+Aw € A, ja aidosti konveksi
mikéli se on konveksi ja kaikilla A € (0,1) (1 — A)v + Aw on joukon A
sisapiste.

Tehtdvd 9.1. Osoita, etté sisidtuloavaruudessa (z,y)? = (z,z){y,y)
jos ja vain jos = € (y).
(Vihje: Tehtavén [8.5] todistus.)

Tehtdvd 9.2. Osoita, ettd sisituloavaruudessa ||z + y|| < ||z| + ||/l

jos x & (y).
(Vihje: Edellinen tehtéva. )

Tehtava 9.3. Osoita, ettd sisdtuloavaruuden avoin ja suljettu kuula
ovat aidosti konvekseja.

Tehtava 9.4. Osoita, ettd sisdtuloavaruuden V' aliavaruus W on ai-
dosti konveksi jos ja vain jos W = V.

Tehtava 9.5. Osoita, etta
{f € C(0,1,R) | f(1) =1}

on normiavaruuden (C°([0,1],R), || - ||oo) suljettu konveksi osajoukko.

Huomaa, ettd se sisédltda adrettoman monta normin minimoivaa al-
kiota. Pohdi, montako normin minimoivaa alkiota voi tason konveksi
suljettu osajoukko enintadn sisaltaa.

Tehtiava 9.6. Osoita, etté

{recwumiso=o [ =1}

on normiavaruuden (C°([0,1],R), || - ||o0) suljettu konveksi osajoukko.

Huomaa, ettei se sisdlld yhtdédn normin minimoivaa alkiota. Pohdi,
montako normin minimoivaa alkiota pitda tason konveksin suljetun os-
ajoukon vihintaan sisaltaa.

Tehtdvd 9.7. Osoita, ettd C°([0,1],R) C L*([0,1],R) on aliavaruus,
mutta ei suljettu aliavaruus (eiké siten Hilbertin avaruus) kun kum-
matkin avaruudet varustetaan normilla || - ||o.

Tehtiva 9.8. Osoita, ettd (C°([0,1],R), || - ||oo) €l ole sisidtuloavaruus.
Tehtdva 9.9. Olkoon H Hilbertin avaruus ja (v,) sen jokin jono.
Osoita, ettd lim, o v, = Vg jos ja vain jos lim, o ||vn]] = |lvo]| ja
1imy, 00 (Un, Vo) = {0, o).

Tehtiava 9.10. Anna esimerkki Hilbertin avaruudesta H ja sen jonosta
(vy) s.e. kaikilla w € H, lim, o0 (v,, w) = (0, w), mutta (v,) ei suppene
kohti nollavektoria.
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9.1. Lahimman pisteen kuvaus. Pohdi seuraavan lauseen yhteytta

tehtédvien [9.5] ja [9.6] tuloksiin.

Lause 9.1. Olkoon H Hilbertin avaruus ja K C H suljettu ja kon-
veksi osajoukko. Tdlloin kaikilla h € H on olemassa yksikdsitteinen

hix € K s.e.

| = hil| = d(h, K) := inf [|h —K]|.
kEK

Todistus. Tehtavat 0. 11H9.151 O

Tehtava 9.11. Lauseen [0.1] tilanteessa, osoita etté riittdd todistaa vii-
te tapauksessa h = 0.

Tehtiva 9.12. Lauseen tilanteessa, muodosta jono (k;), k; € K
s.e. || k;|| = d(0, K).

Osoita, ettd [|5(k, + k)| > d(0, K) kaikilla n,m € N.

(Vihje: joukon K konveksisuus.)

Tehtava 9.13. Osoita, etté edellisen tehtavén jono on Cauchy.
(Vihje: sovella suunnikassdantod ilmaisuun ||k, — &, [|.)

Tehtava 9.14. Osoita, etta edellisen tehtévian jono suppenee ja osoita
ettd sen raja-arvolle kj, patee d(0, k) = d(0, K).

Tehtiva 9.15. Lauseen [9.1] tilanteessa, osoita ettd hx on yksikésittei-
nen.

(Vihje: Suljettu kuula B(0, ||ks||) on aidosti konveksi.)

Maaritelma 9.2. Olkoon H Hilbertin avaruus ja K sen suljettu
konveksi osajoukko. T&lloin asetetaan

PK:H—>K, PK<h)=hK,

missd hx on Lauseen [9.1] antama piste.

Huomautus 9.3. Madritelméssé [9.2) on Lauseen [9.1] nojalla hyvinmé&é-
ritelty, ja kutsumme sita jatkossa ldhimman pisteen kuvauksekss.
Huomaa, ettéd ldhimmén pisteen kuvaus ei ole (yleensé) lineaarinen.

Esimerkki 9.4. Kuvaus Py kun K = B(z, 7).

Tehtava 9.16. Olkoon H Hilbertin avaruus ja K sen suljettu konveksi
osajoukko. Osoita, ettd lahimmaén pisteen kuvaukselle pétee

(1) Pg(x) =z kaikilla x € K, ja

(2) Px(Pk(x)) = Pk(x)

Huomautus 9.5. Edellisen tehtédvan nojalla kuvausta Pk voi hyvalla
omallatunnolla kutsua (yleistetyksi) projektioksi.
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Lemma 9.6. Olkoon H Hilbertin avaruus ja K C H sen suljettu
konveksi osajoukko. Olkoot edelleen h € H ja k € K. Tdlloin

Ih — k|| = d(h, K) < Re((h — k, z — k)) < 0 kaikilla = € K.

Todistus. Tehtavat @.I7HI.19 O
Tehtéava 9.17. Lemman |9.6| tilanteessa, osoita ettd mikali ||h — k| =
d(h,K) jaze€ K, t e (0,1), niin
t
Re((h —k,z —k)) < §||z — K|)*.
(Vihje: K on konveksi, joten k+t(z — k) € K. Osoita, etté |h — k||* <
|h —E||* — 2t Re((h — k, 2 — k)) + t%||z — k[]*.)

Tehtiva 9.18. Lemman tilanteessa, Mikéli Re((h — k,z — k)) <
0 kaikilla z € K, niin osoita etta ||h — z|| > ||h — K.

(Vihje: Osoita, etta ||h—z[|* = ||h —k||* —2Re({(h—k, z — k)) + |z —
k1)

Tehtava 9.19. Todista Lemma [0.6

Lause 9.7. Olkoon H Hilbertin avaruus ja K C H sen suljet-
tu konveksi osajoukko. Tdlloin [dhimman pisteen kuvaus Pk on 1-
Lipschitz, eli

[Pk (v) = Pr(w)]| < flo—w]|
kaikilla v,w € H.

Todistus. Tehtévi [0.201 O
Tehtiva 9.20. Todista Lause [0.7]

Tehtava 9.21. Olkoon U Hilbertin avaruuden H suljettu aliavaruus.
Osoita, ettd tilldin ker(Py) = U+ jaid —Py = Py..

Tehtava 9.22. Olkoon U Hilbertin avaruuden H suljettu aliavaruus.
Osoita, ettd (Py(v), w) = (v, Py(w)) kaikilla v,w € H.

Tehtava 9.23. Olkoon H sisdtuloavaruus ja P: H — H rajoitettu
lineaarikuvaus s.e. Po P = P ja (P(v),w) = (v, P(w)) kaikilla v,w €
H. Osoita, ettd U := P(H) on suljettu aliavaruus ja P = Py.

Tehtiva 9.24. Osoita, ettd (C°([0,1],R), || - ||« ) €l ole sisidtuloavaruus.

9.2. Sisdtuloisomorfismeista ja upotuksista.

Maaritelma 9.8. Bijektiivinen lineaarikuvaus L: V' — W kahden
sisdtuloavaruuden valilla on (sisdtulo- Jisomorfismi, mikali

(L(v), L(w)) = (v, w)



MATS220 — FUNKTIONAALIANALYYSI - KEVAT 2020 61

kaikilla v,w € V.

Tilanteessa, jossa ylldoleva ehto toteutuu, mutta lineaarikuvaus
ei ole valttdmatta surjektiivinen, kutsumme kuvausta (sisdtulo)i-
somorfiseksi upotukseksi.

Lause 9.9. Olkoon L:V — W lineaarikuvaus. Tdlloin L on sisd-
tuloisomorfismi jos ja vain jos L on isometria sisdtulojen indusoi-
mien normien suhteen.

Tehtava 9.25. Todista Lause reaalisten sisdtulojen tapauksessa.

Esimerkki 9.10. Lauseen[9.9)todistus kompleksisten sisétulojen tapauk-
sessa.

Lause 9.11. Olkoon V sisdtuloavaruus. Tdlloin on olemassa iso-
metrinen upotus T:V — H s.e. T(V) = H, missi H on Hilbertin
avaruus.

Jos H on mikd tahansa toinen Hilbertin avaruus s.e. on olemassa
upotus T: V. — H jolle T(V) = H, niin avaruudet H ja H ovat
sisdtuloisomorfiset.

Todistus. Olemassaolo: tehtavit 9.29| yksikasitteisyys: esimerkki
0.131 O

Huomautus 9.12. Kannattaa palauttaa mieleen Lauseen [3.20] asetelma
ja sen todistava tehtavisarja.

Tehtidva 9.26. Lauseen tilanteessa, osoita, ettd sisdtuloavaruu-
dessa V' mille tahansa Cauchyn jonoille (z,) ja (y,) pitee, ettd jono
an = (T, yn) on Cauchyn jono kunnassa K.

(Vihje: Cauchyn ey. ja huomio, etté (@, yn) — (Tk, Yr) = (Tn, Yn) —
(Thy Yn) + (Tk, Yn) — (Ths Yi)-)

Tehtédva 9.27. Olkoon W Lauseen [3.20] antama Banachin avaruus ja
L:V — W isometrinen upotus s.e. 7(V') on tihed avaruudessa W.

Olkoot edelleen v,w € W seké (x,,), (), (yn) sekd (7,) jonoja s.e.
Tp — U, T, =V, Y, = w ja P, — w. Osoita, etta

A (@n Y} = i (&n, Gn).
Tehtava 9.28. Edellisen lauseen tilanteessa, osoita ettd asettamalla
milla tahansa v,w € W

S(v,w) == lim (x,, Yn),

n—o0

missé (z,,) ja (y,) ovat jonoja avaruudessa V' s.e. T'(x,,) — vja T (y,) —
w, saamme aikaan hyvinmaéaritellyn sisdtulon avaruudessa W.

Tehtava 9.29. Lauseen tilanteessa, jatkona edelliseen tehtavaan,
osoita ettd isometria L on haluttu sisdtuloisomorfismi.
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Esimerkk: 9.13. . Yksikasitteisyys.
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10. RIESZIN ESITYSLAUSE

Téssa kappaleessa todistetaan meille ehké térkein Hilbertin avaruuk-
sien tulos, eli Rieszin esityslause. Sitd ennen vield muutama sana orto-
komplementeista ja ortoprojektioista.

10.1. Ortoprojektiot. Tassd kappaleessa todistetaan, ettd jos U on
Hilbertin avaruuden suljettu aliavaruus, niin ldhimmén pisteen kuvaus
Py on lineaarinen. Todistamme vaitteen viahén pidemmaéan kaavan kaut-
ta.

Lemma 10.1. Olkoon U C H Hilbertin avaruuden aito suljettu
aliavaruus. Télloin U+ # {0}.

Todistus. Todista Lemma [10.1] O

Lemma 10.2. Olkoon H Hilbertin avaruus. Osajoukko M C H on
tihed jos ja vain jos M+ = {0}.

Todistus. Todista Lemma [10.2 O

Lause 10.3. Olkoon U C H Hilbertin avaruuden suljettu aliava-
ruus jau € U. Télloin h—u € U™ jos ja vain jos |h—ul|| = d(h,U).

Todistus. Seuraavat kaksi tehtavaa. O

Tehtava 10.1. Olkoon U C H Hilbertin avaruuden suljettu aliavaruus
jau € U. Todista, ettd jos h —u € UL, niin ||h — u|| = d(h,U).
(Vihje: Tutki lauseketta 2 Re((h — u, z — u)).)

Tehtava 10.2. Olkoon U C H Hilbertin avaruuden suljettu aliavaruus
jau € U. Todista, etti jos ||h — u|| = d(h,U), niin h —u € U+,
(Vihje: Tutki lauseketta Re((h — u, (u + tz) — w)), ja sijoita t =

Lause 10.4. Olkoon U C H Hilbertin avaruuden suljettu aliava-
ruus. Tdlloin kaikilla h € H on olemassa yksikdsitteinen hy € U

s.e. h—hy € UL ja ||h — hy| = d(h, U).

Tehtava 10.3. Todista Lause [10.4]

Maaritelma 10.5. Olkoon U C H Hilbertin avaruuden suljettu
aliavaruus. Talloin 1ahimmén pisteen kuvausta Py : H — U kutsu-
taan ortogonaaliprojektioksi (avaruudelle U ).
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Lause 10.6. Olkoon U C H Hilbertin avaruuden suljettu aliava-
ruus. Talloin ortogonaaliprojektio on rajoitettu lineaarikuvaus, || Pyl £
1 ja jos U # {0}, niin | Py|| = 1.

Todistus. Tehtavit [[0.410.6] O

Tehtiva 10.4. Lauseen tilanteessa, osoita ettda kuvaus Py on li-
neaarinen.

Tehtéva 10.5. Lauseen tilanteessa, osoita ettd | Pyl < 1 kdytta-
mélld Pythagoraan kaavaa.

Tehtiva 10.6. Lauseen tilanteessa, osoita ettéd || Py|| = 1 jos U #
{0}.

Maaritelma 10.7. Olkoot U ja W vektoriavaruuden V aliava-
ruuksia. Jos jokainen v € V' voidaan esittaa yksikasitteisesti muo-
dossa v = u+4w, missd u € U jaw € W, niin sanomme ettd avaruus
V' on avaruuksien U ja W suora summa, merkitddn V =U & W.

Jos V' on lisdksi sisdtuloavaruus ja u_lw kaikilla u € U, w € W,
niin sanotaan ettd avaruus V on avaruuksien U ja W ortogonaali-

i
nen suora summa, merkitdan V =U & W.

Tehtava 10.7. Osoita, ettd Hilbertin avaruudessa H patee
1
H=UaU"
kaikilla suljetuilla aliavaruuksilla U C H.

Tehtava 10.8. Osoita, ettd jos u ja v ovat vektoreita Hilbertin ava-
ruudessa H, niin

(v,u) u
Py(v) =
Tl Tl
ja
(w,v)
- 4P
U=l T TR

missd U = (u).
(Vihje:Todista ensin tilanteessa ||u|| = 1.)

Seuraavaa méadritelméaé ei hirveasti kiytetéd ainakaan ldhiaikoina, mut-
ta on hyvaa taustatietoa.
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Maaritelmé 10.8. Jos V}, j € N ovat vektoriavaruuksia, niin me-
kitélén niiden suoraa summaa

@ Vi ={(v)) | v; € V},v; # 0 vain aérellisen monella j}

ja suoraa tuloa

®V {(v;) | v; € V;} = HV

Yleisemmin, jos S on mika tahansa mdeksuoukko ja{Vi|seS}
kokoelma vektoriavaruuksia, niin niiden suora tulo on

QVe =11V

SES SES
ja suora summa on

@ = {f S — HVS | f(s) # 0 vain dérellisen monella s € S}.

seS seS

Esimerkki 10.9. Reaalisten polynomien avaruus on numeroituva suora
summa reaaliluvuista.

10.2. Rieszin esityslause. Seuraavaksi pddsemme todistamaan Rieszin
esityslausetta, joka takaa ettd Hilbertin avaruudessa ei pelkastdan pa-
de, etté sisdtulo kiinnitetyn vektorin kanssa antaa funktionaalin vaan
ettd kaikki funktionaalit ovat tdtd muotoa.

Lause 10.10 (Rieszin esityslause). Olkoon H Hilbertin avaruus.
Tdllgin kaikilla v € H' on olemassa yksikdsitteinen v € H s.e.
v'(w) = (w,v) kaikille w € H.

Todistus. Tehtavit [[0.9HI0. 15l O

Tehtava 10.9. Lauseen [10.10] tilanteessa, todista vaite kun v" on va-
kiofunktionaali 0.

Tehtava 10.10. Lauseen [10.10] tilanteessa, osoita etta jos L € H' ei
ole vakiokuvaus nolla, niin

(1) ker(L) C H on suljettu aito aliavaruus, ja
(2) L|ker(ry+ on injektio.

Tehtava 10.11. Lauseen [10.10] tilanteessa, osoita edelleen etté jos L €
H’ ei ole vakiokuvaus nolla, niin

(1) dim(ker(L)*) =1, ja

(2) L(w) # 0 kaikilla w € ker(L)* — {0}.
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Tehtava 10.12. Tehtédvén [10.10] tilanteessa, osoita ettd jos L € H’,
niin
L(v)w — L(w)v € ker(L)
kaikilla v,w € H.

Tehtava 10.13. Edellisen tehtéavén tilanteessa, osoita edelleen etté jos
w € ker(L)* — {0}, niin

- (et}

(Vihje: osoita ensin etti L(w){v,w) — L(v)||w]||* = 0.)
Tehtava 10.14. Tehtavan [10.10] tilanteessa osoita, etta kaikilla o' € H'

on olemassa v s.e. v'(w) = (w, v) kaikilla w € H.

Tehtava 10.15. Tehtavan [10.10] tilanteessa osoita, ettéa kaikilla v’ € H'
on olemassa yksikasitteinen v s.e. v'(w) = (w, v) kaikilla w € H.

(Vihje: Tehtava [10.11})

Lause 10.11. Olkoon H Hilbertin avaruus. Talldin kuvaus
T:H—H, (T))(w)=(v,w)

on 1sometria.

Todistus. Riittaa todistaa surjektiivisuus, muut kohdat on jo todistettu
lauseessa [8.10, Surjektiivisuus on seuraava tehtéva. O

Tehtava 10.16. Todista, etta lauseen [10.11] kuvaus on surjektio.
Esimerkki 10.12. Hilbertin avaruus on aina refleksiivinen, eli H ~ H".

Tehtava 10.17. Osoita, etta Hilbertin avaruuden H duaali H' on Hil-
bertin avaruus kun se varustetaan sisatulolla

(W, w'y = (T~ ("), T (w)),
missi 7' on Lauseen [10.11] kuvaus.

10.3. Cybenkon lause. Tissé kappaleessa kiydéaan lapi versio Cy-
benkon lauseesta, kts. [Cyb89], joka on luonteeltaan omalaatuinen ap-
proksimaatiotulos, mutta silld on huomattavasti sovelluksia neuroverk-
kojen teoreettisessa tutkimuksessa. Cybenkon lauseen todistaminen on
my0s hyva esimerkki siitéd, mitd hyvin abstrakteilla funktionaalianalyy-
sin lauseilla voi tehda.

Madéritelméa 10.13. Jatkuva kuvaus o: R — R on sigmoid{’, mi-
kali

limo(t) =1, lim o(t) =0.

t—o00 t——o0
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1

Kuva 1. Esimerkki sigmoidista, o(t) = T a)"

(Katso kuval(l])

%Tama4 ei ole mikddn standardoitu maaritelma.

Lause 10.14 (Cybenkon lause). Olkoon o sigmoidi. Tdlloin ku-
vaukset muotoa

N
G:[0,1]" >R, G(t)=) ola; t+5),

missé N € N ja a; € R", B; € R, muodostavat tihedn aliavaruuden
normiavaruudessa (C°([0, 1], R), || - |loo)-

Huomautus 10.15. Todistamme lauseen hieman heikommassa muodos-
sa, jossa n = 1 ja tiheys on normin || - ||» mielessad. Rajoite n = 1 johtuu
teknisten detaljien vihentdmisestd ja normin muutos siitd, ettd meilld
on Rieszin lause todistettuna vain Hilbertin avaruuksien tilanteessa.

Maééritelmd 10.16. Kuvaus f: R — R on L2(I,R)-separoivd’}
mikili kaikilla ¢ € L?(I,R), missi ¢ ei ole nollafunktio, on olemassa
a, B €Rs.e.

/a(at + B)¢(t) dt # 0.

I

“Tamikadn ei ole mikidan standardoitu mairitelma.

Lemma 10.17. Olkoon o sigmoidi. Tdlloin se on L*([0,1],R)-se-
paroiva.”

7 Vaikka Cybenkon lause on nimetty Cybenkon mukaan on syyté pitéi mielessé
ettd hdnen tutkimusryhmaéssidin toimi muitakin tutkijoita. Erityisesti tutkimuson-
gelmissa joissa tdméa lemma ei riittdnyt hén usein valjasti hommiin kaksi jatko-
opiskelijaansa, kummatkin nimeltdan Sebastian Sigmoid, jotka olivat velhoja funk-
tiotekniikoiden kanssa. Usein heiddn onnistuttuaan Cybenko iloisesti huudahtikin:
Harva sigmoid-funktio dl-kaks sepa-roi, niin kuin kaks sigmoid-Sebaa funkto-roi!
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Tehtava 10.18. Lemman|[10.18|tilanteessa, osoita etté kaikilla a, 8,t, a €
R

1, kun at + 3 > 0,

/\lim o(Mat+ ) +a) =40, kun at + 8 < 0,
—00

o(a), kun at+ 5 =0.

Tehtéva 10.19. Jatkona dskeiselle tehtavélle, merkitédén oy (t) = o (A(at + 8) + a)
ja oletetaan, ettd ¢ € L?([0,1],R) on s.e.

/ o(at + B)6(t) dt = 0

I
kaikilla o, 5 € R.

Kayttaen edellista tehtdvaa ja Lebesguen dominoidun konvergenssin
takaamaa ominaisuutta

lim [ oy (0)6(t) dt = / (Jim oa(1)) o) dt

A—00 I I
osoita, etti fcl ¢ = 0 kaikilla ¢ > 0.
Tehtava 10.20. Jatkona edelliselle tehtavélle, todista Lemma, [10.18

10.3.1. Cybenkon Lauseen todistus. Téssa alikappaleessa sigmoidi o on
kiinnitetty. Edelleen merkitsemme Lauseessa esiintyvéa kuvaus-
joukkoa S.

Todistetaan, ettd joukko S on tihed avaruudessa L?([0, 1], R) varus-
tettuna L?-normilla. Téstd erityisesti seuraa, etti jokaista jatkuvaa
funktiota voi approksimoida joukon S kuvauksilla L?-normin mieles-
Sé.

Tehtédva 10.21. Osoita, ettd joukko S on vektori(ali)avaruus.

Tehtivi 10.22. Oletetaan alkuun ettd S # L2. Osoita, ettd tlloin on
olemassa nollasta poikkeava funktionaali L: L? — R s.e. L|g = 0.

Tehtava 10.23. Edellisen tehtavéin tilanteessa, kdyttden Rieszin esi-
tyslausetta ja funktion o separoituvuutta, johda ristiriita.

Huomautus 10.18. Nyt siis tieddmme, ettd milld tahansa L2-funktiolla
f 16ytyy jono funktioita g, € S s.e. lim, o0 || f —gnll2 = 0. Normit ||-||o
ja || - ||2 eivét ole ekvivalentteja, joten emme saa téstd automaattisesti
tasaista suppenemista.

Kuvaukset ¢, ja f ovat kuitenkin jatkuvia, joten ei ole hankala
todistaa ettd jono suppenee kohti rajafunktiota pisteittdin. Tasainen
approksimaatio onnistuu myo6s, mutta vaatii hieman erilaista versio-
ta Rieszin lauseesta; tarvitsisimme tietoa etté jokaisella funktionaalilla
L: (C°([0,1],R)) — R on olemassa mitta p s.e. L(f) = [ fdp kaikil-
la f € C°. Téamin jilkeen loppu todistuksesta menisi lipi suunnilleen
samaan tyyliin — kts. esim. [Cyb89].
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Huomautus 10.19. Kannattaa verrata mielessdén todistustamme Cy-
benkon lauseeseen seki todistustamme sille ettd, C° on separoituva;
naytamme ettd jatkuvia funktioita voi approksimoida tietyntyylisilla
funktioilla eli polynomeilla. (Kts. Tehtéivé ja miten se kayttaa Sto-
nen ja Weierstrassen lausetta[D.3] seké lemmat mité Stone-Weierstrass
kayttad. )
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11. FOURIER JA ORTONORMAALIT JOUKOT

Téassé kappaleessa siirrytddn tutkimaan Fourier'n muunnosta. Jos
olet tormannyt Fourier-analyysiin ennen, niin seuraava on kertausta,
jos et, niin seuraava esittelee hyvin lyhyesti kiinnostavan matemaatti-
sen hirvelin. Sen tarkka mééaritelma tulee myohemmin.

Oletetaan, ettd meilld on jokin kuvausjoukko V', jossa seuraavat in-
tegraalit ovat kaikki hyvinmaériteltyja ja f € V. Nyt Fourier'n muutos
madritelladn asettamalla

(FN)a) = [ £O)expl(~2riat) di
:/f(t) cos(—2mxt) dt—i—i/f(t) sin(—2mxt) dt.

Taman kurssin yhteydessd huomaamme tasta kuvauksesta heti useam-
piakin asioita.

(1) F: V — V on lineaarinen kuvaus.

(2) Operaattorin F médritelmé antaa toivoa, ettd operaattori saat-
taisi olla rajoitettu.

(3) Operaattori on itse asiassa muotoa f — (f,g) missé sisdtulo on
L?-siséitulo ja g kiinnitetty kuvaus.

Edelleen, jos tutkitaan funktion f Fourier’n kertoimia, eli

- / f(x) cos(nz) dz, b, = / () sin(nz) dz,

niin edelleen aika yleisessé tilanteessa on totta, etté

= % + (ay, cos(nx) + b, sin(nz)) .
j=1

Erityisesti, jos merkitdén g¢,(x) = cos(nz) kun n > 0 ja g,(z) =
sin(—nz) kun n < 0, niin saadaan ettéd ylléolevassa tilanteessa

F=> (f 99
JEZL

Taméan muotoinen kaava tavataan darellisulotteisessa funktionaaliana-
lyysissé eli lineaarialgebrassa, ja antaa tavan esittda vektorin ortonor-
maalissa kannassa:

n
v = Z(U,€i>€z
i=1

Taman kappaleen idea on osoittaa, ettd Fourier'n teorian perusidea on
tamén aarellisulotteisen tapauksen yleistys.
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11.1. Ortosysteemit. Alkuun hieman ortogonaalisista ja ortonormaa-
leista systeemeista sekéd kannoista.

Maaritelma 11.1. Olkoon H hilbertin avaruus ja K C H sen
osajoukko joka ei sisdlld nollavektoria. Sanomme, etta

(1) K on ortogonaali systeems, mikéli v Lw kaikilla v, w € K.

(2) K on ortogonaalinen kanta, mikali K on maksimaalinen
ortogonaali systeemi.

(3) K on ortonormaali systeemi, mikéli v_Lw ja ||v|| = |Jw|| =1
kaikilla v, w € K.

(4) K on ortonormaali kanta, mikdli K on maksimaalinen or-
tonormaali systeemi.

Huomaa, etti ortonormaali kanta ei ole valttamatta Ha-
melin kants. Kts. Tehtdvat TT.THIT.2L

Muista, etta ortogonaali systeemi on aina lineaarisesti riippuma-
ton, kts. Tehtéava Sallimme ortonormaaliksi— (ja siten ortogo-
naaliksi) systeemiksi my6s tyhjan joukon.

Tehtéva 11.1. Osoita, etté jonot (ef)52, € /*(R),

o 1, kun k=7,
J 0, muulloin

muodostavat sisdtuloavaruuden ¢?(R) ortonormaalin kannan.

Tehtava 11.2. Osoita, ettd edellisen tehtévin ortonormaali systeemi
ei ole avaruuden ¢ kanta.
Esimerkki 11.2. Esimerkkeja ortonormaaleista systeemeisté.:

(1) Viime luvussa kohdattu kokoelma

1 1
{x = 2—cos(nx) |ne Z} U {x — 2—sin(n:v) |n e Z}

™ ™

avaruudessa L*([0, 27], R).
(2) Askeisen erdinlainen kompleksivastine

{exp(inz) | n € Z}

avaruudessa L*([0,27],C).
(3) N.k. Legendren polynomit, kts. esim. https://fi.wikipedia.
org/wiki/Legendren_polynomi

Lemma 11.3. . Olkoon A C H Hilbertin avaruuden ortogonaali
systeemi. Tdlloin on olemassa ortogonaali kanta K O A. Olkoon
B C H Hilbertin avaruuden ortonormaali systeemi. Tédlloin on ole-
massa ortonormaali kanta K' O B.
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Tehtava 11.3. Todista Lemma [I1.3l
(Vihje: Kuten Hamelin kannan olemassaolon todistus.)

Lause 11.4. Olkoon H Hilbertin avaruus, U C H sen ddrellisulot-
teinen aliavaruus ja ey, . . ., e, aliavaruuden U ortonormaali kanta.
Tdlloin kaikilla v € H ja uw € U pdtee

n

(11.1) Py(v) = ) (v,e5)e;,

J=1

(11.2) 1Py () |I* = Zlvey , Ja

(11.3) u)|? = Z| u, ;)|

Tehtdvi 11.4. Todista Lauseen [11.4] yhtdlo (11.1).
Tehtédva 11.5. Todista Lauseen yhtélo (11.2)).
Tehtédva 11.6. Todista Lauseen yhtélo (11.3).

Lause 11.5 (Gram-Schmidt). Olkoon H Hilbertin avaruus ja E C
H adrellinen tai numeroituva joukko. Tdlloin on olemassa ortonor-
maali systeemi K jolle pitee (K) = (E).

Todistus. Seuraava tehtava. O

Tehtava 11.7. Todista Lause [T1.5

(Vihje: numeroi joukko E = {vg,vy,...}, aseta ey = vo/||vo]|, €ns1 =
(Vnt1 — Pleg,....en)(Unt1)) ja er = €x/||éx]|. Osoita ettd {e;} on haluttu
ortonormaali systeemi.)

Esimerkki 11.6. Gram-Schmidt antaa tavan generoida algoritmises-
ti ortonormaaleja systeemeja lineaarisesti riippumattomista joukois-
ta. Jos Gram-Schmidti soveltaa avaruuden L*([—1, 1], R) lineaarisesti
riippumattomaan joukkoon {z +— z™ | n € N}, syntyy joukko jota
kutsutaan Legendren polynomeiksi.

Lause 11.7 (Besselin epayhtilo). Olkoon V' sisdtuloavaruus ja K
sen ortonormaali systeemi. Tdalloin kaikilla v € V,

> v, k)P < Jloll?.

keK

Ennen Besselin lauseen todistamista, muutama aputulos.
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Tehtavi 11.8. Todista lause tilanteessa, missd K on #arellinen.
(Vihje: kiinnitd N € N, merkitse w = ijzl(v,k) ja tutki ilmaisua
w + (v — w) Pythagoraan lauseen avullla.)

Tehtava 11.9. Todista lause tilanteessa, missa K on numeroitu-
vasti dareton.

(Vihje: kiinnitda N € N, merkitse w = )
w + (v — w) Pythagoraan lauseen avullla.)

N

j=1(v, k) ja tutki ilmaisua

Lause 11.8. Olkoon V' sisdtuloavaruus ja K C V' ortonormaali
systeemi. Tdalloin kaikilla vo € V', (k,vo) # 0 enintddn numeroitu-
van monella k € K.

Todistus. Seuraava tehtava. O

Tehtivi 11.10. Todista Lause I1.8l

(Vihje: Besselin epédyhtlé numeroituville joukoille, tutki myds orto-
normaalin systeemin sitd osajoukkoa, jonka alkioiden sisatulot vektorin
vo kanssa ovat vahintddn 1/n.)

Tehtava 11.11. Todista Besselin epayhtalo, eli Lause [11.7]

Lause 11.9. Olkoon V' sisdtuloavaruus jo K = {k; | i € N} nu-
meroituva ortonormaali systeemi avaruudessa V. Tdalloin sarja

o0

> (v, k) (ki w)

g=1

suppenee itseisesti kaikilla v,w € V.

Todistus. Seuraava tehtava. O

Tehtiva 11.12. Todista Lause 11.91
(Vihje: Holderin epéyhtild avaruuksissa £, £2 ja Besselin epiyhtilo.)

11.2. Fourier-muunnos.

Maaritelma 11.10. Olkoon H Hilbertin avaruus ja E sen ortonor-
maali kanta. Kaikilla v € H, lukuja (v, e), missi e € E, kutsutaan
vektorin v Fourier’n kertoimaiksi.

Huomaa, ettd Fourier'n kertoimet maéaritelladn vain Hilbertin ava-
ruuksissa, ja ne riippuvat aina valitusta ortonormaalista kannasta.

Lause 11.11. Olkoon H Hilbertin avaruus ja E sen ortonormaali
kanta. Kaikilla v € H,
V= Z(v, e)e.

eeE

Lauseen [11.11] todistamiseen tarvitaan muutama lemma.
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Lemma 11.12. Olkoon H Hilbertin avaruus ja EE C H ortonor-
maali systeemi. Tdlloin sarja

Z(v, e)e
ecE
suppenee kaikilla v € H riippumatta summattavien jarjestyksestd.

Tehtava 11.13. Todista Lemma [11.12

(Vihje: Osoita Besselin epayhtélon ja Pythagoraan lauseen avulla, et-
ta missé tahansa jarjestyksessa summattavien joukko onkaan, jokaisen
osasuman normin nelidtd rajoittaa [|h]|?.)

Lemma 11.13. Olkoon H Hilbertin avaruus ja EE C H ortonor-
maali systeemi. Talloin kaikilla v € H,

S (v, ee = Prgs(v),

missd Py on ortoprojektio suljetulle aliavaruudelle U = (E).

Tehtévé 11.14. Todista Lemma 113

(Vihje: Osoita, ettd v — > _p(v,e)e € (E)  kiyttamélld kaikkia’
viime luvun tuloksia.)
Tehtdvd 11.15. Todista Lause IT.11]

(Vihje: Osoita, ettd ortonormaalin kannan sulkeuma on koko avaruus
vastaoletuksen kautta.)

Esimerkki 11.14. Yksi tarkeimpié esimerkkeja ortonormaalista kannas-
ta ja siihen liittyvistd Fourier-kertoimista on tietenkin Fourier'n muun-
nos ja siihen liittyviit kannat avaruudessa L*([0, 27], R).

11.3. Separoituvat Hilbertin avaruudet. Téssa kappaleessa pereh-
dytdan siihen, ettd Hilbertin avaruuksien geometria on itse asiassa to-
della rigidi — separoituvia Hilbertin avaruuksia ei ole kuin yksi.

Seuraava lause kayttaa hyvikseen hieman yleistd mittateoriaa. Tés-
sd lukumddrdmitta iy laskee annetun joukon alkioiden lukumé&dran.
Huomaa, ettd jos joukko A on aérellinen tai numeroituva ja f: A — R
miké tahansa funktio, niin

/AfdM#ZZf(x)-

€A
Tahan mittaan liittyvaa LP-avaruutta merkitaan

LP(E, py,K) = {f:E—>K|/E|f|pd,u#<oo}.

Edelleen LP((N, p4),K) = (P(K) kaikilla p > 1. Témén mitan toi-
mintaa, avaruutta LP(A, pg, K) yms. kisitelldén luennolla, kuten myos
seuraavaa lausetta ja sen todistusta.
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Huomautus. Jalkeenpain lisdttynd huomiona, tdmén yleisen mittato-
rian idean olisi voinut kiertdd nappéridsti maarittelemalla, ettd milla
tahansa indeksijoukolla S ja kokoelmalla epdinegatiivisia lukuja {as |
s € S} voidaan méadritelld

Zas = sup{z as | A C S on adrellinen } € [0, o0].
seS s€A

Tama antaa jarkevin méaritelmén joka yleistéda jarkevasti darellisié ja
numeroituvia summia.
Téalla madritelméalld, mikali £ on joukko ja f: [0, 00) funktio, niin

/E F(e) dyugle) = 3 ().

ecE

Jos yleinen mittateoria tai mitta py ahdistaa, niin lisaa
oletus ettd £ on numeroituva ja korvaa avaruus LP(FE, puy, K)
avaruudella /*(K).

Lause 11.15. Olkoon H Hilbertin avaruus ja E sen ortonormaa-
li osajoukko. Muodostetaan mitta-avaruus (E, jiy), missi piy on
lukumddaramitta. Talloin kuvaus

T: H— L*(E,uy) = {f:E—>K|/E|f|2d,u#<oo},

missd (T'(w))(e) = (w,e) on rajoitettu lineaarikuvaus ja T|@ on
1SOMetria.

Todistus. Kuvauksen T' rajoittuneisuus ja se, etta rajoittuma 7' \@ on
isometrinen upotus osoitetaan seuraavassa kolmessa tehtavassa.

Riittéa siis osoittaa, ettd kuvauksen rajoittuma joukkoon E on sur-
jektio. Mutta vélittomésti huomataan, ettd T'((E)) koostuu tésméalleen
niistd f € L?(E, py), joilla f(e) # 0 vain &érellisen monella e € E.

Mikili maalina olisi £2(K), niin erityisesti T'((F)) olisi niiden jonojen
kokoelma, joilla on vain d#rellisen monta nollasta poikkeavaa arvoa.
Osoitimme télldisten jonojen olevan tihedssa avaruuksissa ¢7(K) jossain
alemmassa vaiheessa luennolla, muistaakseni. Yleisemmassé tilantessa
patee, etté itse asiassa integraalin madritelmén nojalla

[ 187 diy s { [l dis 1 € TQEN. )] < 11(6) Raikita e € E}

= sup {Z 1912 | g € TUE)), |g(e)| < |f(e)] kaikilla e € E} .

ecE

Téstd huomataan, tutkimalla jonoa kuvauksia g, € T((E)) jotka li-

hetstyvit ylldolevaa supremumia, etté itse asiassa (F) = L*(E, uy, K).
]
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Tehtava 11.16. Lauseen [11.15tilanteessa osoita, ettd 1" on rajoitettu
lineaarikuvaus ja ||T|| < 1.

Tehtdva 11.17. Lauseen [11.15[tilanteessa osoita, ettd | T(e)|| = |le|| =
1 kaikilla e € E.

Tehtéva 11.18. Jatkona edelliselle tehtéville, osoita etté etta || T'(v)|| =

lv]| kaikilla v € (F).

Lause 11.16. Olkoon EE C H Hilbertin avaruuden ortonormaali
osajoukko. Seuraavat ehdot ovat yhtdapitdvid.

(1) Joukko E on avaruuden H ortonormaali kanta.
(2) Aliavaruus (E) on tihed aliavaruus.
(8) Kaikilla v € H patee Parsevalin yht&lo:

>l = lo)”

eck
(4) Kaikille v,w € H on voimassa

Z(v,e)(e,w> = (v, w).

ecE

Todistus. Tehtavit [1T.1911.22] O

Tehtdva 11.19. Todista Lauseen [11.16|implikaatio (1) = (2).
(Vihje: Muistele Lauseen [11.11] todistamista.)

Tehtdva 11.20. Todista Lauseen [11.16| implikaatio (2) = (3).
(Vihje: Sovella lausetta [11.15])

Tehtéava 11.21. Todista Lauseen |11.16 implikaatio (3) = (4).
(Vihje: Polaarikaavat.)

Tehtéava 11.22. Todista Lauseen |11.16| implikaatio (4) = (1).

Lause 11.17. Olkoon H separoituva Hilbertin avaruus. Tdlloin sen
jokir{] ortonormaali kanta on numeroituva.

%Kaikki ortonormaalit kannat ovat itse asiassa yhtd mathtavia, mutta tati ei
ole vield todistettu.

Tehtava 11.23. Todista Lause [11.17]
(Sovella Gram-Schmidtié tihedén numeroituvaan osajoukkoon. Kéy-

td sitten Lausetta [11.16)

Lause 11.18 (Rieszin ja Fisherin lause). Olkoon E Hilbertin ava-
ruuden H ortonormaali kanta. Tdlloin avaruus H on isometrinen
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avarvuden
L*(E,py) =3 f: E=K| | |fPdps <
s M) - . & &8
E

kansasa.

Todistus. Téma seuraa nyt suoraan Lauseesta [11.15]ja Lauseen [11.16
huomiosta, etté ortonormaalin kannan virittdmaéan aliavaruuden sulkeu-
ma on koko avaruus. U

Lause 11.19. Jokainen separoituva Hilbertin avaruus on isomet-
rinen avaruuden (*(K) kanssa.

Tehtava 11.24. Todista ylldoleva Lause [11.19]

Tehtava 11.25. Todista, ettd kaikki separoituvat (&éreténulotteiset)
Hilbertin avaruudet ovat keskenédn isometrisia.
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12. SPEKTREISTA JA SPEKTRAALITEORIASTA

Asrellisulotteisessa funktionaalianalyysissé eli lineaarialgebrassa pu-
hutaan usein ominaisarvoista ja ominaisvektoreista. Funktionaaliana-
lyysissd vastaavia termejéd tutkittaessa puhutaan usein operaattorin
spektrista, johon tésséd kappaleessa perehdytéan.

Muista, ettéd (ddretonulotteisten) vektoriavaruuksien vélista lineaari-
kuvausta kutsutaan kurssillamme usein operaattoriksi.

Maaritelma 12.1. Olkoon V' vektoriavaruus ja L: V' — V line-
aarikuvaus. Mikdli L(v) = Av jollain v € V # 0 ja A € K, niin
skalaaria A on télloin kuvauksen L ominaisarvo ja vektori v € V
(ominaisarvoa A vastaava) ominaisvektori. Ominaisarvoa \ vastaa-
vien ominaisvektorien kokoelmaa kutsutaan kyseisen ominaisarvon
ominaisavaruudeksi.

Huomautus. Huomaa, ettd annettua ominaisarvoa vastaava ominaisa-
varuus on aina aliavaruus; jos T'(v) = v ja T'(w) = Aw, niin

T(av+w) =aT(v) + T(w) = alv + Aw = Aav + w).
Tehtava 12.1. Osoita, ettd kuvauksen
D: C*(R,R) = C*(R,R), (D(f))(z) = f'(=)
ominaisarvoja ovat kaikki nollasta poikkeavat reaaliluvut.
(Vihje: eksponenttifunktio.)
Tehtava 12.2. Tutki, onko kuvauksella
T: *(R) — *(R), T(xy,29,23,...) = (12,73,...)

ominaisarvoja.

Tehtava 12.3. Tutki, onko kuvauksella
T:0°(R) = (R), T(xy,x9,25,...) = (2,23,...)
ominaisarvoja.

Tehtava 12.4. Osoita, ettd skalaari A on lineaarikuvauksen 7: V- — V
ominaisarvo jos ja vain jos lineaarikuvaus L) := Aidy —7T ei ole injektio.

Huomautus 12.2. Huomaa, etta darellisulotteisessa funktionaalianalyy-
sissd eli lineaarialgebrassa lineaarikuvaus L: V' — V on injektio joss.
se on surjektio joss. se on bijektio. Téaten tehtavin tuloksen avulla
aarellisulotteisessa tilanteessa riittda tutkia kuvauksen L) surjektiivi-
suutta tai bijektiivisyytta, esimerkiksi determinantin avulla. Funktio-
naalianalyysissé tilanne ei kuitenkana ole ihan yhté suorasukainen; esi-
merkiksi Tehtévin on surjektio, muttei injektio. (Kts. myds M-

ritelmé [12.6])
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Maaritelma 12.3. Olkoon V' Banachin avaruus ja L: V — V
rajoitettu operaattori. Operaattorin L resolventtijoukko on

res(L) :={A € K| (Aidy —L) on kddntyva}
ja sen spektri puolestaan
spec(L) := K\ res(L).

Tehtava 12.5. Muodosta kuvauksen

D: C*(R,R) = C*(R,R), (D(f))(z)= f'(x)
resolventtijoukko.
Tehtava 12.6. Muodosta kuvauksen

D: C*(R,R) = C*(R,R), (D(f))(z)= f'(x)
spektri.

Tehtava 12.7. Osoita, ettd jos L: V' — v on rajoitettu lineaarikuvaus
ja A € res(L), niin (Aidy —L)~! on rajoitettu.
(Vihje: Avoimen kuvauksen lause.)

Lause 12.4. . Olkoon V' Banachin avaruus ja T: V — V rajoitettu
operaattori. Talloin A € res(T') katkilla X € K joilla || > ||T]].

Tehtava 12.8. Todista Lause 12,41
(Vihje: Joko suora lasku, tai "hauskemmin’: Tehtévét ja
sovellettuna sarjaan Y (T/A\)F.)

Huomautus 12.5. Aérellisulotteisessa tilanteessa lineaarisen operaatto-
rin spektri on tésmailleen sen ominaisarvojen joukko. Adreténulottei-
sessa tilanteessa meilld on myos muita vaihtoehtoja.

Maaritelma 12.6. Olkoon V' Banachin avaruus ja7: V — V ra-
joitettu operaattori. Sanomme, etté operaattorin 7" spektrin spec(T")
alkio A kuuluu

(1) pistespektriin, mikéli A on operaattorin 7' ominaisarvo.

(2) jatkuvaan spektriin mikdli \idy —7" on injektio mutta ei
surjektio ja (Aidy —7")(V') on tihed avaruuden V' aliavaurus.

(3) jadanndsspektriin mikali Aidy —T on injektio mutta (A idy —7°
ei ole tihed avaruuden V' aliavaurus.

Tehtava 12.9. Muodosta kuvauksen
D: C*(R,R) = C*(R,R), (D(f))(x)= f'(z)

pistespektri, jatkuva spektri ja jadnnosspektri.
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Seuraavassa tehtévissd (ja tarvittaessa muutenkin) saa kiyttéd tie-
toa, etté differentiaaliyhtalon

ff=Xtf=X1g, fO0)=0

yksikésitteinen ratkaisu on
fa) = exple/) [ exp(=s/Na(t)ar
Tehtava 12.10. Muodosta kuvauksen
I C(0, 1R C0 LB, (1)) = [ ) d

pistespektri, jatkuva spektri ja jadnnosspektri.
(Vihje: Huomaa, ettd (1(f))(0) = 0 kaikilla f € C?.)

12.1. Kompakteista operaattoreista. Aiemmin puhuttiin siité, et-
td kompaktisuuden kisite ei ole kurssillamme yhta helposti sovelletta-
vissa tai yhta hyodyllinen kuin dérellisen funktionaalianalyysin tapauk-
sessa. Tdma johtuu suurissa osin siité, ettd daretonulotteisissa avaruuk-
sissa kompaktit joukot ovat jossain mielessd harvinaisempia kuin a&-
rellisulotteisissa avaruuksissa.

Erityisesti Heine-Borelin lause ei (yleensi) pade; suljettu ja rajoitettu
joukko ei ole vilttaméttd kompakti daretonulotteisessa avaruudessa.
Asrellisulotteiset suljetut rajoitetut osajoukot kuitenkin ovat edelleen
kompakteja, kuten seuraavassa tehtéivissa osoitetaan.

Tehtava 12.11. Olkoon V vektoriavaruus ja U C V sen adrellisulottei-
nen vektorialiavaruus. Osoita, ettd jos B C U on suljettu ja rajoitettu
joukko avaruudessa U, niin se on kompakti.

Tehtava 12.12. Osoita, ettd normiavaruus on aarellisulotteinen jos ja
vain jos sen suljettu yksikkokuula on kompakti.

Edellisista tehtédvista voisi nousta mieleen ajatus, ettd funktionaalia-
nalyysissé ainoastaan airellisulotteiset suljetut rajoitetut joukot voivat
olla kompakteja, mutta asia ei ole nain yksinkertainen. Valaisevaa esi-
merkkid varten tarvitaan seuraavaa Arzela-Ascolin lausetta, joka on
(toivon mukaan) todistettu metristen avaruuksien kurssilla. (Lauseesta
on myo6s muita muotoiluja, Lipschitz-ehdon voi korvata n.k. yhtajatku-
vuudella.)

Lause 12.7 (Arzela-Ascolin lause). Olkoon (f,), fn:[0,1] — R
jono L-Lipschitz -kuvauksia s.e. joukko {fn,(0) | n € N} on ra-

joitettu. Talloin jonolla (f,) on osajono, joka suppenee tasaisesti
kohti L-Lipschitz -kuvausta f: [0,1] — R.

Todistus. Sivuutetaan. O
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Tehtiva 12.13. Osoita, ettd avaruuden (C°([0, 1], R), |||« ) osajoukko
{f € C"(0,1],R) | f on L-Lipschitz ja f(0) = 0}

on kompakti.

Tehtiva 12.14. Osoita, ettd avaruuden (C°([0, 1], R), |||« ) osajoukko
{f € C°([0,1],R) | f on L-Lipschitz ja f(0) = 0}

on avaruuden (C°([0, 1], R), || - |le) suljettu aliavaruus.

Tehtdvi 12.15. Osoita, ettd avaruuden (C°([0, 1], R), ||+||o) aliavaruus
{f € C°([0,1],R) | f on L-Lipschitz ja f(0) = 0}

el ole aarellisulotteinen.

Merkitaan jatkossa

C?(10,1],R) := {f € C°([0,1],R) | f on L-Lipschitz }.

Maaritelma 12.8. Olkoot V' ja W normiavaruuksiajaT: V — W
lineaarikuvaus. Sanomme, ettéa operaattori 7' on kompakti (operaat-

tori), mikili T'(B) on kompakti joukko kaikilla rajoitetuilla osajou-
koilla A C V.

Tehtdva 12.16. Osoita, etté lineaarikuvaus 7' on kompakti jos ja vain
jos T'(B(0,1)) on kompakti.

Tehtava 12.17. Osoita, ettd normiavaruuksien kompakti operaattori
on aina jatkuva.

Tehtava 12.18. Osoita, ettd mikili jatkuvan operaattorin kuvajoukko
on aarellisulotteinen, niin operaattori on kompakti.

Tehtava 12.19. Osoita, ettd inkluusiokuvaus ¢: C1([0, 1], R) — C°([0, 1], R),
t(f) = f, on kompakti operaattori kun laht6 varustetaan normilla
1A= 1lflls + 1/ lloc ja maali normilla || - .

(Vihje: Tehtéva [12.15])

Tehtiva 12.20. Osoita, ettd integrointioperaattori

I: C°(0.1),R) = C*(0,1L.R), (I(f))(x) = / " pe)dt

on kompakti.
(Vihje: Edellinen tehtéva.)

Tehtava 12.21. Olkoot T: V — W ja L: W — U rajoitettuja lineaa-
rikuvauksia. Osoita, etté jos jompikumpi operaattoreista on kompakti,
niin t&lloin myo6s yhdistetty kuvaus V' — U on kompakti.
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12.2. Kompaktien operaattorien spektreistia. Kompaktien ope-
raattorien spektri on erilainen kuin yleisten kuvausten.

Tehtdva 12.22. Olkoon V' Banachin avaruus ja T: V — V kompakti
operaattori. Osoita, ettéd tilloin ker(id —7") on &érellisulotteinen.

(Vihje: Tehtava [12.12])

Tehtava 12.23. Olkoon V Banachin avaruus ja T: V — V kompakti
operaattori. Tall6in jokaista nollasta poikkeavaa ominaisarvoa vastaava
ominaisavaruus on aarellisulotteinen.

Lause 12.9. Olkoon V ddretonulotteinen Banachin avaruus jaT: V
V' kompakti operaattori. Tdlloin 0 € spec(T) ja spec(T) {0} koos-
tuu numeroituvasta madrdastd operaattorin T' ominaisarvoista.

Todistus. Fnsimmainen kohta on harjoitustehtava, toista késitellaan
padsidisloman jalkeen. O

Tehtdva 12.24. Olkoon V ddretonulotteinen Banachin avaruusjal: V —
V' kompakti operaattori. Osoita, etta 0 € spec(T).
(Vihje: Tee vastaoletus ja osoita, etté téllsin T—! on rajoitettu. Kéyta

sitten Tehtavan [12.21] tulosta.)

Kompaktien operaattorien teorian avulla padstdén (viimein) késik-
si prujun introssa sivuttuun ongelmaan. Luvun loppuosan todistuksia
kiaydaan lapi enemmén luennolla, ndhé aiheet eivét tule tenttiin.

Maiéiritelmd 12.10. Olkoon K € L*([0,1] x [0, 1], K). Hilbertin ja
Schmidtin integraalioperaattori (jonka ydin on K, on kuvaus

Fre: L0, 1, K) —» L2(0,1,K), (F(f))(z) = / K, 0)£(t) dt.

Tehtdvd 12.25. Olkoon K € L*([0,1] x [0, 1], K). T&llsin Hilbertin ja
Schmidtin integraalioperaattori Fx on rajoitettu.

Esimerkki 12.11. Olkoon K € L*([0,1] x [0, 1], K). T&llsin Hilbertin ja
Schmidtin integraalioperaattori Fx on kompakti.

Esimerkki 12.12. Yllaolevasta operaattorista saa sovelluksia differenti-
aaliyhtaloihin. Késitellddn néita luennolla ja lisdtaan tdhan. Vaihtoeh-
toisesti, kts. Parkkosen luentomoniste s.108-109.
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13. HEIKKO SUPPENEMINEN

Tassé kappaleessa perehdytadn niinkutsuttuun heikkoon suppenemi-
seen, joka indusoi avaruuteen heikon topolologian.

Heikon topologian syvempi tutkiminen kannattaa, mutta erityisen
hyodyllista siind vaiheessa olisi tuntea hieman laajemmin yleista topo-
logiaa. Erityisesti kuvausperheen indusoima topologia on kriittinen ké-
site, kuten on myos nappituntuma siité, millainen voi olla ei-metristyva
topologia.

Palautetaan mieliin vektorien suppeneminen, funktionaalien vahva
suppeneminen ja maéritelladn lopuksi heikko suppeneminen.

Maaritelma 13.1. Olkoon V normiavaruus ja V' sen duaali.

(1) Avaruuden V' jono (v,) suppenee (normin suhteen) kohti
vektoria vy € V, merkitddn v, — v, jos ||v, — v — 0.
(2) Avaruuden V' jono (v),) suppenee pisteittiin kohti funktio-

naalia vy, € V', jos v],(v) — v, (v) kaikilla v € V.

Tahan listaan voidaan lisata nyt heikko suppeneminen.

Maaritelma 13.2. Olkoon V' normiavaruus ja V' sen duaali.
(1) Avaruuden V jono (v,) suppenee heikosti kohti vektoria vy €
V, jos v'(v,) — v'(vg) kaikilla v € V.
Heikkoa suppenemista merkitaan yleensa v, — vg. (IWTEX:ssa
\rightharpoonup.)

Tehtava 13.1. Osoita, etté dédrellisulotteisessa tilanteessa heikko sup-
peneminen on sama kuin normin suhteen suppeneminen.

Tehtava 13.2. Osoita, ettéd jos Banachin avaruuden jono (v,,) suppenee
heikosti kohti vektoria vg, niin vy € ({v,|n € N}).

Esimerkki 13.3. Huomaa, ettd avaruudessa LP, p # 1, 00, jono f, sup-
penee heikosti jos ja vain jos

/ fug — / fog
kaikilla g € L9.

Tehtiava 13.3. Jos jono (v,) suppenee kohti vektoria vy, niin se sup-
penee heikosti kohti vektoria vy.

Tehtéava 13.4. Osoita, ettd jos jono (v,) suppenee heikosti kohti vek-
toria vg, niin [Jvg|| < liminfy_,o ||kl

Tehtéava 13.5. Olkoon (v™)9°, jono avaruudessa 7, p > 1, s.e.

" {1, kun n =k,
Uk::

0, muulloin.
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Osoita, ettd tdmé& jono suppenee heikosti, mutta ei normin suhteen,
kohti nollajonoa. Téssé tehtdvissd saa kiyttaa tietoa, ettd (LP) = L9,
missd p~t + ¢t = 1.

Esimerkki 13.4. Avaruudella ¢! on Schurin ominaisuus, eli heikko ja
vahva suppeneminen ovat sama asia.

Tehtava 13.6. Todista, ettéd jos jono (v,) suppenee heikosti kohti se-
ki vektoria w; ettd vektoria ws, niin w; = ws. (Toisinsanoen, heikon
suppenemisen raja-arvot ovat yksikésitteisia. )

(Vihje: Hahn-Banachin lause.)

Tehtdva 13.7. Olkoot V' ja W Banachin avaruuksia ja T:V — W
rajoitettu operaattori. Osoita, ettd jos (v,) on heikosti suppeneva jo-
no avaruudessa V', niin 7'(v,) muodostaa heikosti suppenevan jonon
avaruudessa .

Maaritelma 13.5. Normiavaruuden V' heikko topologia on se to-
pologia, jonka maaraé heikko suppeneminen. Tama voidaan ilmais-
ta monella eri tavalla:

e Maaritelldan, ettd joukko on suljettu jos se sisaltaa heikosti
suppenevien jonojensa raja-arvot, ja sanotaan ettd joukko
on avoin jos sen komplementti on suljettu.

e Heikko topologia on kuvausperheen V'’ indusoima topologia.

e Heikko topologia on karkein topologia, jonka suhteen jokai-
nen kuvaus f € V' on jatkuva.

Yllaolevaa topologista maaritelmaé ei tarvitse sisaistad, mutta kan-
nattaa pitdd mielessad ettd heikon topologian enempi tutkiminen vie
nopeasti yleisemman topologian vesille.

Maaritelma 13.6. Normiavaruus V' on refleksiivinen, mikali ka-
noninen upotus

vV =V (Ww)(f) = fv)

on isometria[]

%Téassa oli aikaisemmin madriteltynd virhe, silla vaitettiin ettd refleksiivi-
syyteen riittdd olla isometrinen biduaalinsa kanssa jonkin isometrian suh-
teen. Tamé ei ole totta, refleksiivisyyden médritelmé on ylldoleva asia, ei-
vatkad eri médritelmét ole yhtapitavia. Kts. esim. Jamesin avaruus https:
//en.wikipedia.org/wiki/James?27_space

Tehtdva 13.8. Osoita, ettd Banachin avaruus on refleksiivinen jos ja
vain jos sen duaali on refleksiivinen.
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Lause 13.7. Olkoon V refieksiivinen Banachin avaruus. Talloin
jokaisella rajoitetulla jonolla on heikosti suppeneva osajono.

Todistus. Todistetaan seuraavissa tehtavissa [13.9H13.13] ensin tilan-
teessa missa V' on separoituva. Yleinen tapaus tehdadn luennolla, pe-
rustuu siithen ettd annetulla jonolla (v,) aliavaruus ({v,|n € N}) on
suljettu separoituva refleksiivinen aliavaruus.

Tehtava 13.9. Lauseen tilanteessa, osoita ettd jos V' on separoi-
tuva, niin niin on myés V.
(Vihje: refleksiivisyys ja Lause [£.12])

Tehtivi 13.10. Askeisen tehtéiviin tilanteessa, valitse tihed numeroi-

tuva kokoelma L € V' ja osoita, etté jokaisella rajoitetulla jonolla (v,,)

avaruudessa V' on osajono (w;) s.e. (Lg(w;)):2, suppenee kaikilla 1.
(Vihje: diagonaaliargumentti.)

Tehtéivi 13.11. Askeisen tehtivin tilanteessa, osoita ettd (L(w;)) sup-

penee kaikilla L € V.

(Vihje: approksimoi funktionaalia L tihedn joukon muodostavilla
funktionaaleilla Ly.)

Tehtivi 13.12. Askeisen tehtéivin tilanteessa, osoita ettd kuvaus

T:V'=>K, T(L)= lim L(wg)
k—infty

on rajoitettu lineaarikuvaus, eli T € V",

Tehtivii 13.13. Askeisen tehtivin tilanteessa, osoita ettd jono (wy)
suppenee heikosti vektoriin +™(7T') € V, missd ¢: V' — V” on kano-
ninen upotus refleksiivisyyden méaritelmésta ja T edellisen tehtavin
funktionaali.

Korollaari 13.8. Olkoon V' refleksiivinen Banachin avaruus. Tdl-
loin sen duaalin suljettu yksikkékuula on heikosti kompakti, eli jo-
kaisella sen jonolla on suppeneva osajono. (Vaihtoehtoisesti, kysei-
nen joukko on kompakti avaruuden heikossa topologiassa.)

Tehtiva 13.14. Todista Korollaari 3.8

Tehtava 13.15. Osoita, etté refleksiivisen Banachin avaruuden heikko
suppeneminen ei ole minkd4dn normin indusoima.

Tehtava 13.16. Osoita, ettd Banachin avaruuden kompakti osajoukko
on aina heikosti kompakti.

13.1. Pari huomiota heikosta suppenemisesta Hilbertin ava-
ruuksissa.

Tehtava 13.17. Osoita, ettd Hilbertin avaruuden yksikkokuula on aina
heikosti kompakti.
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Lemma 13.9. Olkoon H Hilbertin avaruus ja (vy,) jono. Tdalldin
Up, — Vg J0S ja vain jos (v,,w) — (vy,w) kaikilla w € H.

Tehtava 13.18. Todista Lemma [13.9]
(Vihje: Rieszin esityslause.)

Lause 13.10. Olkoon H Hilbertin avaruus ja (v,) jono, joka sup-
penee heikosti kohti vektoria vy. Jos ||v,]| — vo, niin jono suppenee
myds normin suhteen.

Tehtdvd 13.19. Todista Lause 3101
(Vihje: Tehtévé 0.9 ja Lemma [13.9])

Tehtéava 13.20. Olkoon H Hilbertin avaruus ja {v,|v € N} sen orto-
normaali systeemi. Osoita, ettd jono (v,) suppenee heikosti.
(Vihje: Besselin epéyhtilo. )

13.2. Heikolla suppenemisella kikkailusta. Seuraavassa kidydain
lapi esimerkkid erdénlaisesta minimointiongelmasta, jossa refleksiivi-
sen avaruuden yksikkokuulan heikkoa kompaktisuutta péaastaan kayt-
taméaan hyodyksi.

Esimerkki 13.11. Tutkitaan minimointiongelmaa avaruudessa L*([0, 1], R).
Halutaan, syysti tai toisesta, osoittaa etti on olemassa L2-normiltaan
minimaalinen funktio f € L*([0,1],R), jolle piitee

/ " F(8) cos(ant) dt > .

Funktioita, joilla ylldoleva ehto péteee on selvésti olemassa, (esim. 1000-
x[0,7/2]) joten ongelmana on néyttai ettd naistd 16ytyy minimaalinen.

Akkiseltdsin ongelma vaikuttaa hankalalta, silld vaikka voimme 15y-
tda kaikilla ¢ > 0 funktion f. jonka normi on alle epsilonin pa#sta
minimista

M::inf{||f||2:/0 f(t)cos(?mf)dtzw},

emme tiedd suppeneeko néin muodostettu jono. Tehddén se seuraavissa
tehtavissa.

Tehtiva 13.21. Esimerkin[13.11]tilanteessa, muodosta jono f,, € L*([0, 1], R)
s.e. [ full2 € [M, M + 1/n| kaikilla n € N.

Tehtava 13.22. Esimerkin [13.11] tilanteessa, osoita etta dsken muo-
dostamasi jono sisdltda osajonon joka suppenee heikosti kohti jotakin

f € L*([0,1],R).

Tehtava 13.23. Esimerkin|13.11|tilanteessa, osoita etta dsken muodos-
tamasi osajono suppenee normin mielessa kohti heikkoa raja-arvoaan.

(Vihje: Lause [13.10])
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13.3. Lisaa heikkoja ominaisuuksia. Lihes jokaisesta topologisesta
ominaisuudesta voidaan muodostaa heikko versio. Helpoin tapa on vain
sanoa, ettd avaruudella tai kuvauksella on ominaisuus P, mikali tdméa
ominaisuus on voimassa kun avaruus varustetaan heikolla topologialla.
(Esimerkiksi heikko kompaktisuus.) Vastaavasti voitaisiin méaritella
my6s heikko rajoittuneisuus tai heikko separoituvuus.

On kuitenkin ominaisuuksia, jotka eiviat ole puhtaasti topologisia,
kuten taydellisyys, jolloin heikon ominaisuuden maéarittely vaatii hie-
man kasityota.

Maéritelméa 13.12. Olkoon V normiavaruus ja (v,) jono. Sanom-
me, ettd jono (v,) on heikko Cauchyn jono, mikili skalaarijono
(v'(v,)) on Cauchyn jono kaikilla v' € V.

Normiavaruus on heikosti taydellinen, mikali jokainen heikko Cauc-
hyn jono suppenee heikosti.

Lause 13.13. Jokainen refieksiivinen avaruus on heikosti tdydel-
linen.

Tehtava 13.24. Todista edellinen lause.
(Vihje: osoita ensin, ettd heikosti Cauchyn jono on rajoitettu, kiyta
sitten suljetun kuulan heikkoa kompaktisuutta.)
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LIITE A. MERKINTOJA YMS.

A.1. Kuvausterminologiaa. Seuraava termisto ei ole tdysin vakiin-
tunutta matemaattisessa yhteisossé, eiké sita tarvitse kayttaa kurssilla
juuri ndin, mutta materiaaleissa pyritdan konsistenttiin ilmaisuun.

e Kuvaus (eng. mapping) on sateenvarjotermi kaikille muille.

e Funktio (eng. function) on kuvaus f: I — R, missd I on jo-
kin reaalilukujen osajoukko. Esimerkiksi f(z): R — R, f(z) =
sin(z) tai g: [0,1] = R, g(z) = 2% ovat funktioita.

e Operaattori (eng. operator) on lineaarikuvaus kahden (yleensa
ddretonulotteisen) vektoriavaruuden vélilld. Esimerkiksi D: C'(R, R) —
C°(R,R), D(f) = f’ on operaattori.

e Funktionaali (eng. functional) on lineaarikuvaus (yleensi &é&-
retonulotteiselta) vektoriavaruudelta reaaliluvuille. Esimerkiksi
E: C°(R,R) = R, E(f) = f(0) on funktionaali.

A.2. Kuvausjoukkoja.
FA,B)={f: A— B}

Ellei muuten mainita, niin joukko F(A,K) oletetaan aina varuste-
tuksi laskutoimituksilla

kun f,g,h: A - Kjaa € K.

C°(A,B)={f: A— B f on jatkuva}

C'(A,B) ={f: A— B f on derivoituva ja f' € C°(A, B)}

C"(A,B) = {f: A— B f on derivoituva ja f' € C"(A, B)}

P(A,B)={f: A— B f on polynomi}

P"(A,B)={f: A— B f on polynomi ja deg(f) <n}

L(V,W)={T:V — W | T on lineaarinen}
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A.3. Jonoavaruuksia.
lo(V) ={(z;) | z; € X,limz; = Oy
J

loo (V) = {(z;) | z; € X,sup ||lz;]|y < oo}
J

A.4. Normeja sekid seminormeja.

LIITE B. ALGEBRAN JA METRISEN TOPOLOGIAN MAARITELMIA
B.1. Algebraa.

Maéritelma B.1. Ryhmd on kolmikko (G, +, e), jolle pétee
(1) a+b € G kaikilla a,b € G,
(2) a+ (b+¢) = (a+b) + c kaikilla a, b, c € G,
(3) a+e=e+a=a kaikilla a € G, ja
(4) kaikilla @ € G on olemassa b € G siten, ettd a+b = b+a = e.
Ryhma on wvaihdannainen mikili a + b = b + a kaikilla a,b € G.

Maéritelma B.2. Kunta on vaihdannainen ryhmé (G, +,0) joka
on varustetu myos kertolaskulla jonka suhteen se on my6s vaihdan-
nainen ryhmé (G, -, 1) siten, ettd

(I)a-(b+c)=a-b+a-c,

(2)

(3)

B.2. Metrisia kasitteita.

Maaritelma B.3. Metrinen avaruus on pari (X, d), missa metriik-
ka d on kuvaus d: X x X — R siten, etté

(1) d(z,y) < d(z,z) + d(z,z) kaikilla z,y, z € X,

(2) d(z,y) = d(y, z) kaikilla z,y € X ja

(3) d(z,y) =0 jos ja vain jos x = y.
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LiiTE C. HIEMAN JOUKKO-OPPIA

Joukko X on
e ddrellinen, mikali on olemassa n € N ja bijektioo: {0,...,n} —
X.
e ddreton, mikili on olemassa aito osajoukko Y C X seké bijektio
o:Y = X.

e numeroituva, mikéli on olemassa surjektio o: N — X.
e numeroituvasti adreton, mikili on olemassa bijektio o: N — X.
o ylinumeroituva, mikali ei ole olemassa surjektiota surjektio o: N —

X.

Esimerkki C.1. e Numeroituvia joukkoja: N, Z, Q, Q", kokonais-
lukukertoimisten polynomien joukko, rationaalilukukertoimis-
ten polynomien joukko.

e Ylinumeroituvia joukkoja: R, [0, 1], Cantorin joukko, C°(R, R),
P(R,R), rationaalilukujonojen joukko.

Maaritelma C.2. Joukot X ja Y ovat yhtd mahtavia jos on ole-
massa bijektio X — Y. Merkitadn | X| = |Y].

Jos joukoille X ja Y pétee, ettd on olemassa surjektio ¥ — X,
niin sanotaan ettd Y on mahtavampi kuin X ja merkitddn |X| <
Y.

Edelleen, jos joukoille X ja Y pétee, ettd on olemassa surjektio
Y — X mutta ei injektiota ¥ — X, niin sanotaan ettd Y on
aidosti mahtavampi kuin X ja merkitdan | X| < |Y].

Tehtéva C.1. Onko olemassa joukkoa X C R jolle pitee |N| < | X]| ja
[ X] < [R|?
(Just kidding, tdmé on nk. kontinuumihypoteesi, la yrité ratkaista.)

Tehtdva C.2. Olkoot A sekd B kaksi joukkoa ja P(A) sekd P(B)

niiden potenssijoukot. Osoita, etta

(1) Jos |A| < | B, niin |P(A)| < |P(B)].
(2) Jos |A| < | B, niin | P(A)| < |P(B)|.

(Just kidding, a-kohta helppo, b-kohta mahdoton.)

Lemma C.3. Olkoon A numeroituva joukko. Tdlloin kaikkien jou-
kon A &arellisten osajoukkojen kokoelma on numeroituva.
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LIITE D. STONEN JA WEIERSTRASSIN LAUSE

Seuraavassa voi joko ajatella, ettd X = [0,1] tai ettd X on mi-
ké tahansa kompakti metrinen avaruus. Toisaalta, reaalilukujen kayt-
t6 kompleksilukujen sijaan on tdméan lauseen kohdalla Vélttéméiténtéﬁ
Varustamme avaruuden C°(X, R) téssi kappaleessa aina sup-normilla.

Miéiritelma D.1. Olkoon B C C°(X,R) kokoelma funktiota. Sa-
nomme, ettd B on algebra, jos kaikilla f,g € B ja A € R,

* f+ygeB,

e fge B, ja

o \f eB.
Téssi tulokuvaus fg € C°(X,R) maiéritellaéin luonnollisesti aset-
tamalla (fg)(z) = (:v) (x) kalkllla z e X.

Osajoukon A C C°([0, 1], R) wirittimd algebra on pienin algebra

joka siséltad joukon A.

Madéritelmd D.2. Olkoon A C C°(X,R) kokoelma funktioita.
Sanotaan, ettd kokoelma A erottaa ldhtdjoukon X pisteet, mikali
kaikilla z,y € X, x # y on olemassa f € A jolle pétee f(x) # f(y).

Lause D.3. Olkoon A C C°(X,R) algebra joka erottaa lihtdjoukon
pisteet ja sisdltid vakiofunktion x — 1. Tdlloin A = C°(X,R).

Todistus. |Fri82l s. 116-118.] O

Korollaari D.4. Olkoon A C C°(X,R) joukko joka erottaa lihtd-
joukon pisteet ja sisdltdd vakiofunktion x — 1. Tdlloin joukon A
virittamdn algebran sulkeuma on C°(X,R).

8Kompleksianalyytikot: muodostakaa joukko johon sisiltid vakiofunktio z — 1
ja identtinen kuvaus z — z. Onko ndiden kahden kuvauksen virittdmén algebran
sulkeuma kaikkien jatkuvien kompleksisten kuvausten kokoelma? Mieti erityisesti
kompleksikonjugointia.
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