JY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos
MATA2500 Informaatioteoria, Syksy 2019
Harjoitus 1 — Ratkaisuohjeita

Tamén viikon demoissa keskitytdan todennakoisyyslaskennan siihen puoleen, jota jatkossa
kovasti tarvitsemme.

1. Olet valinnut korttipakasta pelikortin umpiméahkaan. Miten monta bittia informaa-
tiota sinun pitda vélittaa jotta voit kertoa korttisi...

(a) Varin?
(b) Maan?

(¢) Arvon?
Ratkaisu:

(a) Kortin vérin kertominen (musta tai punainen) kumpikin puolittaa mahdolli-
suuksien maaran. Saadaan
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2= h(3) = lomy(2) = 1.

h( 5

Informaatiota siis valittyy yksi bitti.

(b) Kortin maan kertominen (pata, ruutu, hertta, risti) antaa bitteja

13 1
h(zg) = M) = logy(4) = 2.

Informaatiota siis valittyy kaksi bittia.

(¢) Kortin arvon (A4,1,...,10,J, R, K) kertominen méérdi jonkin neljisté senar-
voisesta pakan kortista. Saadaan siis

4L

h(5—2) = h(13) = log,(13) ~ 3.7.

Informaatiota siis valittyy siis noin 3.7 bittia.

Tasmallisen kortin kertominen puolestaan antaisi informaatiota

1
h(5—2) = log,(52) ~ 5.7.

2. Luennoitsija kay joka paivéa lounaalla joko Maijassa, Piatossa tai Ilokivessa. Hanen
todennakoisyytensé kayda Maijassa on py; = 0.5, todennakoisyytensé kayda Piatossa
on pp = 0.4 ja todennékoisyytensa kayda Ilokivessa on py; = 0.1.

Maijassa kédydessdan han sy kasvislounaan todennakoisyydella 0.8 ja lihalounaan
todennakoisyydella 0.2. Piatossa kaydessddn han sy6 kasvislounaan todennakoisyy-
della 0.7 ja lihalounaan todennékoéisyydella 0.3. Ilokivessa kaydessaan hén syo kas-
vislounaan todennékoisyydella 0.1 ja lihalounaan todennékoisyydella 0.9.

(a) Muodosta todennikoisyysjakaumat lounaspaikan valinnalle ja ruokavalion va-
linnalle. Muodosta néiden yhteisjakauma ja lasken kunkin kolmen jakauman
entropia. (Kannattaa piirtda 'puukuva’.)



(b) Kasvislounas maksaa joka ravintolassa 5 euroa ja lihalounas 7 euroa. Olkoon X
satunnaismuuttuja joka kuvaa lounaan hintaa. Muodosta satunnaismuuttujan
X odotusarvo.

(¢) Luennoitsija mainitsee syoneensé eilen lihalounaan. Miké on tamén paljastuksen
informaatiosisalto h(p)? Milla todennékoisyydelld hén oli eilen syoméssa ITloki-
vessd? Paljonko informaatiota hén paljastaa mikéali han kertoo tdnadn menneen-
sé Ilokiveen?

Ratkaisu:

Huomaa, etté tilanteessa kyse on yhteisjakaumasta (S, R), missd S = {Maija, Piato, Ilokivi}
ja R = {Liha, Kasvis}. Tehtévid varten ei tarvitse kirjoittaa ylos kaikkia tdmén yh-
teisjakauman arvoja, mutta mikéli missdan kohtaa hammentéé, niin kannattaa nain
tehdé. Varmuuden vuoksi kirjoitettuna tilanne nayttasd seuraavalta:

Maija Piato lokivi MarginaaliTN

L 0.1 0.12 0.09 0.31

K 0.4 0.28 0.01 0.69
MarginaaliTN 0.5 0.4 0.1

(a) Kuva tilanteesta on tdssd. Kunkin puun lehden alle on kirjattu tapahtuman
todennéakoisyys.
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Lasketaan yhteisjakauman (S, R) sekd marginaalijakaumien R ja S entropiat.

H(S, R) = —0.11og,(0.1) — 0.1210g,(0.12) — 0.09 10g,(0.09)
— 0.410g,(0.4) — 0.2810g,(0.28) — 0.01 log,(0.01)
~ 2.12

H(S) = —0.51og,(0.5) — 0.410g,(0.4) — 0.11og,(0.1) ~ 1.36

H(R) = —0.3110g,(0.31) — 0.6910g,(0.69) ~ 0.89



(b) Satunnaismuuttujan X voi madrittdd joko yhteisjakaumaan (R,S) tai pel-
késtddn ruokavaihtoehtomarginaalijakaumaan S. (Kumpikin méaritys antaa

saman odotusarvon). Luontevinta se on maarittad jakaumaan S asettamalla
X (Liha) =7, X (Kasvis) = 5. Télloin odotusarvoksi saadaan

E[X| = P(X = Liha) X (Liha) + P(X = Kasvis) X (Kasvis) = 0.31 % 74 0.69 * 5 ~ 5.62.

Satunnaismuuttujan odotusarvo on siis 5.62 euroa.
(¢) Marginaalitodennékdisyys tapahtumalle S = Liha on 0.31, joten informaatiosi-
saltd on

h(0.31) = —log,(0.31) ~ 1.69.

Bayesin kaavan nojalla

P(S = Liha|R = Ilokivi) P(R = Ilokivi)

P(R = Ilokivi|S = Liha) = P(S — Liha)
=Li

0901

= —— =~ 0.29.
0.31

Lopulta lasketaan
h(R = Tlokivi) = —log,(0.1) ~ 3.32.

3. Luennoilla esiintyneistd 16:a lapusta puolet olivat sinisid. (Ja tasan yhden takana
piilossa hymi6.) Kun saimme tietda ettd hymio ei ole sinisen lapun takana, saimme
yhden bitin verran informaatiota, silli —log,(8/16) = 1. Vaihtoehtoinen viesti “hy-
mio ei ole lapun 2 takana” olisi antanut meille vain —log,(15/16) ~ 0.09 bitin verran
informaatiota.

(a) Esitédt laput opisklijatoverillesi, ja rupeat kdédntaméaan sinisia lappuja yksi ker-
rallan ympari. Kuinka monta bittid informaatiota han oppii erikseen kustakin
kahdeksasta kddnnoksestd? (Kohtele jokaista tapahtumaa erillisend tapahtuma-
na jossa toverisi ndkee n lappua ja oppii ettd yhden takana ei ole hymi6ta.)
Paljon informaatiota han oppii yhteensa kaikkien kadnnosten jélkeen?

(b) Vertaa informaatiomééréé jos taikuri paljastaa valitsemansa pelikortin joko suo-
raan tai kertomalla 51 kertaa “tdma ei ole valitsemani kortti”.

Ratkaisu:

(a) Kun kortteja aletaan poistamaan yksi kerrallaan, “ei tdmaé, eika tdma, eiké ta-

mé...” niin informaatiota kertyy

A(52) +h(5g) + R + -+ hl5o) + h(C)
= —log(;2) ~log(12) ~log(1) — .- ~ log() ~ los()
= —log(16) + log(15) — log(15) + log(14) — ... —log(9) + log(10) — log(8) + log(9)
— 4 log(16) — log(8) = — log(~) = 1.
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Eli sama maéra kuin suoralla paljastuksella.



(b) Kuten aiemmin mainittiin, niin yhden kortin paljastaminen antaa informaatiota
1
h(z5) = logy(52) ~ 5.7.

Jos kortteja aletaan poistamaan yksi kerrallaan, “ei tdma, eika tama, eika ta-
mé...” niin informaatiota kertyy

51 50 49 2 1

h(5—2) +1h(51)+h((]50)+..4; h(3)+h(2)2 1
= — log(2) — log(21) — log(z5) — . —log(3) ~log()
= — log(51) + log(52) — log(50) 4 log(51) — ... —log(2) + log(3) — log(2) + log(1)

=+ log(52) — log(1) = log(52) ~ 5.7.

Eli sama maéra kuin suoralla paljastuksella.

Syventavat tehtavat

Seuraavat tehtavat palautetaan kirjallisina harjoitusten pitajalle, kurssin palautuslokeroon
tai sdhkopostitse. Deadline 6.11.2019 klo 08.15. Aikaisemmassa versiossa oli vaara
paivimaara, piti olla 5.11. klo 8.15 kun ekat demot alkaa, mutta pidetaan DL
alkuperaisessa koska minun moka.

4. Todista, alempana mainittua Jensenin epdyhtiloa kdyttaen, Gibbsin epdyhtdls: Kah-
delle samassa joukossa madritetylle ddrelliselle todennédkoisyysjakaumalle P ja @)
patee

P (l“))
P(z)log | —= | > 0.
2. Plo)log (Q(m) -
(Vihje: Todistus on lyhyt kunhan loyddt oikean funktion johon Jensenin epayhtdldd

kannattaa soveltaa.)

Ratkaisu: Asetetaan f(z) = log(1/x). Tama funktio on konveksi, joka ndhdéin
joko kuvaajasta tai kédyttéden calculus/JMA -tietoja jotka sanovat ettd funktio jolla
f"(x) > 0 kaikilla x on konveksi. Nyt Jensenin epéyhtalon nojalla

32 o ions () = = Plovo (355

-y (55)
-1 (2 rogg)
= —log, (Z Q(sv))

5. Sirpa-Petteri ja Saku-Maija suorittavat seuraavanlaisen operaation.

Naapurihuoneessa on viisi identtistd kangaspussia, joissa kussakin on nelja palloa.
Yhdessa ruukussa on pelkdstdan mustia palloja, toisessa yksi valkoinen ja kolme
mustaa, kolmannessa kaksi valkoista ja kaksi mustaa, jne.



Sirpa-Petteri menee naapurihuoneeseen ja valitsee umpiméahkdian yhden pusseista.
Héan poimii pussista umpiméahkéan pallon, katsoo sen vérin, pistda takaisin pussiin
ja ravistaa pussin sisillon sekaisin. Sitten héan toistaa toimenpiteen kolmesti, eli han
on tehnyt nelji nostoa pussista.

Sirpa-Petteri palaa Saku-Maijan luo ja kertoo ettd nosti umpimahkéisesti pussista
kolme mustaa ja yhden valkoisen pallon.

(a) Mikéd on todennékéisyys sille, ettd Sirpa-Petteri oli valinnut pussin jossa on 2
mustaa ja 2 valkoista palloa?

(b) Olkoon X satunnaismuuttuja “Sirpa-Petterin valitsemassa pussissa olleiden val-
koisten pallojen lukumaara”. Muodosta jakauma

P(X = k|Sirpa-Petteri sai 3 mustaa ja yhden valkoisen pallon).

(c) Fiilistele miten tehtéva liittyy siihen, etté heitdt kolikkoa kolmesti saaden kolme
klaavaa ja yhden kruunan, jonka jalkeen pohdit miten vahvasti uskot etté kolikko
ei ole painotettu.

Vihje: Bayesin kaava sanoo, etta

PY|X)P(X)
PX|)Y)=—F+——=
(XIY) = =
Ratkaisu: Merkitddn A = “nostettiin 3 mustaa- ja 1 valkoinen pallo” sekd B; =
“Valittiin pussi jossa on ¢ kpl valkoista palloa”, +=0,...,4.

(a) Huomataan alkuun ettd P(B;) = 1 kaikilla i, ja

0, kun¢ =10
(HEE?P=%, kmi=1

P(A|B;) = g‘;g(g)%}l)? =4 kuni=2
HEPE)! =2, kmni=3

0, kun i = 4.

Erityisesti
P(A) = ZP(A, B;) = ZP(Bi)P(A‘Bi)

1 1,727 16 3 46
— - Y P(AlB; :( -0 ):,
521: (41B:) ) 64+64+64 5 - 64
Edelleen
P(A|By)P(By) &-1 8
P(B3|A) = =165 =_
P(A) % 23
(b) Kuten yll4, lasketaan muutkin todennékoéisyydet P(B;|A) ja saadaan
0, kun:=0
121775 kuni =1
P(BilA) = {12 kuni=2
43—6 kun =3
0, kun:=4.

Tassa kohtaa voi tehdéa lyhyen tarkistuslaskennan, ja huomaa etté taméa jakauma
summautuu ykkoseksi kuten kuuluukiin.



(c) Fiilistella voi esim sita, ettd jos pussien mééaraéd kasvattaa paljon, niin padstiadn
lahemmaés ja ldhemmas jatkuvaa jakaumaa jolla voisi kuvata painotetun kolikon
mahdollsita vaaristymaa.

6. Todista seuraava versio Jensenin epdayhtdldstd: Olkoon f: (a,b) — R konveksi funk-
tio, eli milla tahansa x1, 25 € (a,b) pétee

FOa + (1= Nzg) < Af(a1) + (1= A) f(22)
kaikilla A € [0, 1]. Talloin mikéli py,...,p, > 0 ovat lukuja joille patee >, p; = 1,
niin

f (ipjl’j) < zn:ij(xj)-

Vihje: kirjoita ensin X\ = p1 = p1/(X7_, p;). Tee jotain ovelaa. Kirjoita sitten \ =
p2/(Xj=ap;). Tee lisid ovelaa. Jatka hyvdd rataa.

Ratkaisu:

Todistus onnistuu aika helposti esimerkiksi induktiolla jos haluaa tehdé formaalilla
tarkkuudella.

Voi tehdé myos seuraavalla tavalla, missd merkitsemme Sy = 377 :

k k
f (ijxj) = (p1x1 +Z:Pj~”€j)
< pif(xy) + Saof ( ZP;% /52)
=pif(x1) + Saof ( ZPJSCJ /52)

:plf($1)+52]‘;2f<xg +S2f ( gp]x] /Sg)

puf(z1) +paf(z2) + .o+ puf(z0).



