JY / Matematiikan ja tilastotieteen laitos

MATA2500 Informaatioteoria, Syksy 2019

Harjoitus 1

Taman viikon demoissa keskitytdaan todennakoisyyslaskennan siihen puoleen, jota jatkossa
kovasti tarvitsemme.

1. Olet valinnut korttipakasta pelikortin umpiméahkaan. Miten monta bittia informaa-
tiota sinun pitda vélittaa jotta voit kertoa korttisi...

(a) Varin?
(b) Maan?

(¢) Arvon?

2. Luennoitsija kiy joka péiva lounaalla joko Maijassa, Piatossa tai Ilokivessd. Hanen
todennékoisyytensa kayda Maijassa on py, = 0.5, todennéakoisyytensa kayda Piatossa
on pp = 0.4 ja todennékoisyytensa kayda Ilokivessa on py; = 0.1.

Maijassa kédydessdan han syo kasvislounaan todennakoéisyydella 0.8 ja lihalounaan
todennakoisyydelld 0.2. Piatossa kdydessadn hén syo kasvislounaan todennakoéisyy-
della 0.7 ja lihalounaan todennédkoisyydelld 0.3. Ilokivessa kaydessdan han syo kas-
vislounaan todennakoisyydella 0.1 ja lihalounaan todennakoisyydelld 0.9.

(a) Muodosta todennikdisyysjakaumat lounaspaikan valinnalle ja ruokavalion va-
linnalle. Muodosta néiden yhteisjakauma ja lasken kunkin kolmen jakauman
entropia. (Kannattaa piirtda "puukuva’.)

(b) Kasvislounas maksaa joka ravintolassa 5 euroa ja lihalounas 7 euroa. Olkoon X
satunnaismuuttuja joka kuvaa lounaan hintaa. Muodosta satunnaismuuttujan
X odotusarvo.

(¢) Luennoitsija mainitsee syoneensé eilen lihalounaan. Miké on tamén paljastuksen
informaatiosiséltd h(p)? Milld todennéakoisyydelld han oli eilen syoméssé Iloki-
vessd? Paljonko informaatiota hén paljastaa mikéali han kertoo tdnddn menneen-
sé Ilokiveen?

3. Luennoilla esiintyneistd 16:a lapusta puolet olivat sinisid. (Ja tasan yhden takana
piilossa hymi6.) Kun saimme tietda ettd hymio ei ole sinisen lapun takana, saimme
yhden bitin verran informaatiota, silli —log,(8/16) = 1. Vaihtoehtoinen viesti “hy-
mio ei ole lapun 2 takana” olisi antanut meille vain — log,(15/16) & 0.09 bitin verran
informaatiota.

(a) Esitat laput opisklijatoverillesi, ja rupeat kdédntaméén sinisié lappuja yksi ker-
rallan ympéari. Kuinka monta bittid informaatiota han oppii erikseen kustakin
kahdeksasta kddnnoksestd? (Kohtele jokaista tapahtumaa erillisené tapahtuma-
na jossa toverisi nidkee n lappua ja oppii ettd yhden takana ei ole hymiota.)
Paljon informaatiota han oppii yhteensa kaikkien kadnnosten jélkeen?

(b) Vertaa informaatiomééraa jos taikuri paljastaa valitsemansa pelikortin joko suo-
raan tai kertomalla 51 kertaa “tdma ei ole valitsemani kortti”.
Syventavit tehtavat

Seuraavat tehtdvit palautetaan kirjallisina harjoitusten pitdjalle, kurssin palautuslokeroon
tai sihkopostitse. Deadline ekan demokerran alku 6.11.2019 klo 08.15.



4. Todista, alempana mainittua Jensenin epédyhtaloa kdyttaen, Gibbsin epdyhtdlo: Kah-
delle samassa joukossa maéaritetylle aarelliselle todennéakoisyysjakaumalle P ja @)
patee

Xx: P(z)log (ggg) > 0.

(Vihje: Todistus on lyhyt kunhan loyddat oikean funktion johon Jensenin epdyhtdlod
kannattaa soveltaa.)

5. Sirpa-Petteri ja Saku-Maija suorittavat seuraavanlaisen operaation.

Naapurihuoneessa on viisi identtistd kangaspussia, joissa kussakin on nelja palloa.
Yhdessa ruukussa on pelkastaan mustia palloja, toisessa yksi valkoinen ja kolme
mustaa, kolmannessa kaksi valkoista ja kaksi mustaa, jne.

Sirpa-Petteri menee naapurihuoneeseen ja valitsee umpiméahkédan yhden pusseista.
Héan poimii pussista umpimahkéan pallon, katsoo sen vérin, pistda takaisin pussiin
ja ravistaa pussin sisallon sekaisin. Sitten han toistaa toimenpiteen kolmesti, eli han
on tehnyt nelja nostoa pussista.

Sirpa-Petteri palaa Saku-Maijan luo ja kertoo ettd nosti umpimahkaisesti pussista
kolme mustaa ja yhden valkoisen pallon.
(a) Mikéd on todennékéisyys sille, ettd Sirpa-Petteri oli valinnut pussin jossa on 2
mustaa ja 2 valkoista palloa?
(b) Olkoon X satunnaismuuttuja “Sirpa-Petterin valitsemassa pussissa olleiden val-

koisten pallojen lukumaara”. Muodosta jakauma

P(X = k|Sirpa-Petteri sai 3 mustaa ja yhden valkoisen pallon).

(c) Fiilistele miten tehtéva liittyy siihen, etté heitdt kolikkoa kolmesti saaden kolme
klaavaa ja yhden kruunan, jonka jalkeen pohdit miten vahvasti uskot etté kolikko
ei ole painotettu.

Vihje: Bayesin kaava sanoo, etta

PY]X)P(X)

POXIY) = =5

6. Todista seuraava versio Jensenin epdiyhtalosta: Olkoon f: (a,b) — R konveksi funk-
tio, eli milld tahansa x1,z5 € (a,b) pétee
fQzr+ (1= Naz) < Af(21) + (1= A)f(x2)
kaikilla A € [0, 1]. Talloin mikéli py,...,p, > 0 ovat lukuja joille patee >, p; = 1,
niin

f(im%)£imﬂ%)

Vihje: kirjoita ensin A\ = p1 = p1/(Xj_, p;). Tee jotain ovelaa. Kirjoita sitten \ =
p2/(Xj—apj). Tee lisid ovelaa. Jatka hyvdd rataa.



