Kertaustehtidvid (JMA4, kevit 2019)

Kurssikokeeseen osallistuaksesi tarvitset 30 % laskuharjoituspisteisté eli 39 pis-
tetta.

Jos tarvitset lisdéd pisteitd osallistuaksesi kurssikokeeseen (tai haluat korottaa
lisipistekertyméssi), palauta kirjallisesti (VIIMEISTAAN keskiviikkona 22.5.2019)
kaikki tai osa tehtavistd 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ja 8. Jokaisesta tehtdvéstd voi saada
korkeintaan 2 pistetta.

1. Tutki suppeneeko epéoleellinen integraali.
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2. Tutki suppeneeko sarja.
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3. Olkoot a; € R, 7 =1,2,.... Mitké seuraavista viitteistd ovat totta ja mitké
epétosia? (Jokaiseen kohtaan lyhyt perustelu tai vastaesimerkki.)
(a) Jos lim a; = 0, niin ) a; suppenee.
(b) Jos lukusarja ) a; suppenee itseisesti, niin télléin myos lukusarja Y- a3
=1 =1
suppenee. ’ !
4. Olkoot f,:]0,1[=> R, n € N,
1
falw) = nr+1

(a) Osoita, ettd funktiojono (f,,)nen suppenee pisteittdin joukossa ]0, 1[.
(b) Suppeneeko funktiojono (f,,)nen tasaisesti joukossa |0, 1[?
Enté suppeneeko funktiojono (f,)nen tasaisesti joukossa |1, 1[?

5. (a) Mairad funktioiden f:]—1,00[— Rja g: R — R,
f(z) =xlog(l+2z) ja g(z)=cosz,

kolmannet Taylorin polynomit 75 f ja T50g.
(b) Osoita Taylorin polynomeja kiyttdmailld ja jidnnostermiéd arvioimalla,

etta
2

x
1-— ) < cosz kaikilla x € [—m, 7).
6. Tutki missa pisteisséd = € R seuraava potenssisarja suppenee:
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7. Osoita, ettd funktiosarja

Z n2~ " sin(nx)
n=0

suppenee kaikilla z € R. (Vihje: Weierstrassin M-testi)

8. Osoita edellisen tehtdvén perusteella, etta

T 0 4
/ Z n2 " sin(nz) dr = -.
0 n=0 3

MUITA KERTAUSTEHTAVIA
Seuraavista tehtdvistd ei saa lisdpisteitd eikd niitd arvostella, mutta niilld voi
harjoitella ja kerrata tenttia varten.

K1. Tutki suppeneeko epéoleellinen integraali.
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K2. Tutki suppeneeko epéoleellinen integraali.
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K3. Tutki suppeneeko epéoleellinen integraali.
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K4. Milld arvoilla s € R epéoleellinen integraali
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K5. Olkoon f: [1,00[— R jatkuva funktio, ja oletetaan, ettd lim a? f(z) = A, missi
IHOO

dz

suppenee?

A € R ja p > 1. Osoita, ettid epéoleellinen integraali f1 x) dz suppenee.
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K6. Tutki, suppeneeko epéoleellinen integraali / ]
o € —

(Vihje: Taylor)

K7. Olkoot a; € R, j = 1,2,.... Mitké seuraavista viitteistd ovat totta ja mitka

epatosia? (Jokaiseen kohtaan lyhyt perustelu tai vastaesimerkki.)
(a) Jos sarja ) a; suppenee, niin lim a; = 0.
(b) Jos Y a; suppenee, niin myds sarja y_ (a;)* suppenee.
j=1 j=1
(c) Jos a; > 0 kaikilla j ja jli_)rn a; = 0, niin sarja Y. (—1)’"'a; suppenee.
0 j=1

(d) Jos > a; suppenee, niin joukosta {a;,j = 1,2,...} l6ytyy suurin alkio.

j=1
(e) Jos > (a; + b;) hajaantuu, niin ainakin toinen sarjoista ) a; ja > b,
j=1 j=1 j=1
hajaantuu.
(f) Lukusarja > (—1)7a; suppenee.
j=1

K8. Tutki suppeneeko sarja.
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K10. Olkoot ay, by > 0 kaikilla k = 1,2,.... Osoita, etti jos

U1 brs
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o0 oo
kaikilla & ja sarja Z b, suppenee, niin myos Z ay, suppenee.
k=1 k=1
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Olkoot f,: R - R, n € N,
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Osoita, ettd funktiojono (f,)nen suppenee pisteittiain joukossa R.
Suppeneeko funktiojono (f,)nen tasaisesti joukossa R? Entéd suppeneeko se
tasaisesti joukossa [2, 0o|?

Mitéa tarkoitetaan lukusarjojen Cauchyn tulolla?

Tutki missé pisteissd x € R seuraava sarja suppenee:
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[e.e]
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Tutki, missa pisteissa funktiosarja E ] suppenee (ja missi se hajaan-
0
k=0

= g(k +2)

tuu).

Tutki

00 k 1 \%k
(a) missd pisteissd « # 0 funktiosarja > [(g) + (ﬂ) } suppenee.
k=0

(b) missd pisteissé x # £ sarja

suppenee.

Laske raja-arvo

et —e—2sinx
lim —
z—0 s x
kédyttden Taylorin polynomeja.
Maééarita raja-arvo
1 —a”
lim
z—0 1 — b*

kayttamallad Taylorin polynomeja.

Olkoon f: |a,b[— R kahdesti jatkuvasti derivoituva ja xg € ]a, b[. Osoita, ettéd

f(zo+h)+ f(wog —h) —2f(x0)
h2

" T
Fw) =g
(Vihje: Taylorin lause)

Olkoon f: R — R kolmesti jatkuvasti derivoituva funktio, jonka toinen Taylorin
polynomi nollassa on Ty f(z) = z%. Osoita, ettd lukusarja
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suppenee.
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K20. Olkoot ) a;x’ ja Y bz’ potenssisarjoja, joiden suppenemissiteet ovat R; ja
j=0 §=0
RQ, 0< R; < Rs.
(o]
a) Osoita, ettd potenssisarjan a; + b;)x? suppenemisside on R;.
J J J

J=0

(b) Péteeko (a) kohdan tulos jos Ry = Ry ?

61‘

K21. Olkoon f(z) = ] , v # 1
-
(a) Laske Thof(x).
(b) Esitd f potenssisarjana muodossa Z apz®. Missi joukossa saamasi esitys
k=0

on voimassa? .
(Muista: e* = > % kaikilla x € R.)

k=0
o
K22. Mita voit sanoa potenssisarjan E arx” suppenemissateesta, jos
k=0

(a) tiedetddn, ettd on olemassa vakiot 0 < m < M < oo siten, ettd ax € [m, M]
kaikilla &7

o0
(b) tiedetéén, ettd > ay hajaantuu?
k=0

K23. Tarkastellaan potenssisarjaa Z a;(x — x0)’.

=0
(a) Onko mahdollista, ettd potenssisarja suppenee pisteissid x = 2 ja v = —2,
mutta hajaantuu pisteessd x = 07 Perustele.
oo oo
(b) Jos tiedetédén, ettd sarja > a; hajaantuu ja potenssisarja Y a;(z — xo)’
j=0 j=0

suppenee pisteesséd x = 3, niin mitd voit sanoa potenssisarjan suppene-
misséiteesté ja luvusta xq?

K24. Olkoot fy, f: [0,1] — R funktioita siten, ettd f, — f pisteittdin valilla [0, 1].
Oletetaan liséksi, etté

|fr(z) — fe(y)| < 10|z —y| kaikilla 2,y € [0, 1] ja kaikilla k£ € N.
(a) Osoita, ettd f on jatkuva.
(b) Osoita, ettd fr, — f tasaisesti vililla [0, 1].

K25. Olkoot f, fi: [a,b] — R funktioita.
(a) Madérittele funktiojonon (fi) tasainen suppeneminen.
(b) Oletetaan, ettd f on jatkuva vélilla [a, b] ja ettd aina, kun (x) C [a,b] on
suppeneva lukujono ja z = ]}1_{{)10 Zk, niin pétee

Jim fi(x) = f(2).

Osoita, ettd téalloin fr, — f tasaisesti joukossa [a, b].



K26.

K27.

K28.

K29.

Osoita, etté sarja
[e.e]
S et
k=1

suppenee jokaiselle z > 0 ja laske tarkasti perustellen integraali

/1 2 (g ke"“) dx.

i T
p k(1 + kx?)

Osoita, ettd funktiosarja

suppenee tasaisesti koko reaaliakselilla R.

Merkitédén fi(z) = m Suppeneeko funktiojono (f;) tasaisesti?

Olkoot fy: [0,1] — R,
fe(z) = 2"(1 — 2).

(a) Osoita, ettd funktiosarja Z fr suppenee tasaisesti vélilla [0, a] milld ta-

k=1
hansa 0 < a < 1.

(b) Suppeneeko funktiosarja tasaisesti valilla [0, 1]7

Olkoon g: [0,1] — R jatkuva funktio, jolle g(1) = 0. Osoita, ettd funktiojono
fn:[0,1] = R, fi(z) = 2™g(z) suppenee tasaisesti valilla [0, 1].



