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Viikko 1
Epaoleelliset integraalit

Kerrataan aluksi, mita tarkoitetaan Riemann-integroituvuudella. Rajoitetulle funktiolle
f: [a,b] — R voidaan méaritella alaintegraali

b
ala/f = sup{ L(f, P) : P valin [a, b] jako }

ja yldintegraali

b
ym/f:mﬂUng;P@mqmmmmh

missd (Darboux’n) ala- ja ylasummat jaolle P = {xg, x1, 2, ... 2,} ovat

L(f,P)y=>_ _inf f(z) (xx —24-1)

1 TE€[TK—_1,Tk]
ja
n

U(f,P)=> sup [f(z) (z — zp1).

k=1 T€[Tr_1,7k]

Funktio f on integroituva yli vélin [a, b], jos

b b
am/f:ym/f

Funktion (Riemann-)integraali yli vélin [a,b] on talloin luku



Ongelma 1.0.1. (a) Miksi vastaava méadarittely ei onnistu funktiolle f: [0,1] — R,

1 .
2, jos x#0

flx) = { : - ?
0, jos =0

(b) Miki on funktion f: [1,00] — R, f(z) = % kuvaajan ja z-akselin valilld [1, oo
rajaaman rajoittamattoman alueen pinta-ala?




1.1 Rajoitetun funktion epaoleellinen integraali yli
rajoittamattoman vilin

Maéaritelma 1.1.1. (a) Olkoon f: [a,00] — R integroituva jokaisella valilla [a, c|,
¢ > a. Jos on olemassa aarellinen raja-arvo

lim (j f(z) dﬂ?) :

o0
niin sanotaan, ettd epdoleellinen integraali [ f(x)dx suppenee ja merkitdén
a

?f(f) dr = lim (/cf(x) dx) .

(b) Olkoon f: |—o0,b] — R integroituva jokaisella vililld [c,b], ¢ < b. Jos on

olemassa darellinen raja-arvo
b
im_ ( | (@) dw) ,

b
niin sanotaan, etta epéoleellinen integraali [ f(x)dz suppenee ja merkitdén

—00

b

/f(x)dxzcgglm (/bf(x) dx).

(¢) Olkoon f: ]—o0, 00 — R integroituva jokaisella rajoitetulla vélilld [a, b]. Epa-

00 0
oleellinen integraali [ f(x)dz suppenee jos ja vain jos integraalit [ f(z)dx ja
J f(z) dxr molemmat suppenevat. Talloin
0

0

7 fla)de = / o) dz + 7f(a: )da.

o0

Jos epéoleellinen integraali ei suppene, se hajaantuu.

Esimerkki 1.1.2. (a) Olkoon f: [2,00[ — R,

1
f(l’):m-

Talloin f on jatkuva, joten se on integroituva yli jokaisen vélin [2, ¢|, ¢ > 2. Koska

1 1

w(x—1) z—-1 =z

Y



niin
/f(x)da:z/m(x_l)dx
QEildx—/cid:U

2
= /log(x—l)— /log:p
2 2

=log(c — 1) —log c + log 2
= log (%) + log2
= log (1 — %) +1og2 = log 1 + log 2 = log 2.

I
w\n M

Siis ?Of(:c) dx suppenee ja
2

(b) Olkoon f: [1,00] = R,

1
f(aj)_ga
s € R. Talloin
/ [l 1 i =
/f(m)dx:/—sdx: olgc, - J.OS °
J S T (™ =1), jos s#L

Néin ollen

i ([ ae) = {5 o o>
=00 1x5 oo, jos s<1.
o0
1
/—dx
x

1

Niinpa epaoleellinen integraali

»

suppenee jos ja vain jos s > 1. Esimerkiksi siis

hajaantuu, mutta

suppenee.



(c) Integraali

o0

/sinx dx

0

hajaantuu, silla

/sinxdx = —cosc+cos) = —cosc+1
0
eika lausekkeella — cosc + 1 ole raja-arvoa, kun ¢ — o0.

Huomautus. (i) [ f(z)dx suppenee jos ja vain jos [ f(z)dx ja [ f(z)dx suppene-
vat jollakin a € R (katkaisukohdaksi voidaan siis valita mika tahansa kohta = = a).

(ii) Suppeneville epéoleellisille integraaleille patevit tutut raja-arvoa koskevat laskusaéan-
no6t. Esimerkiksi, jos [ f(z)dz ja [ g(x)dr suppenevat, niin my6s epdoleellinen in-
1 1
tegraali [ (f(x)+ g(x)) dx suppenee ja
1

7(f(9€) +g(x)) do = 7}“(95) dx + /g(x) dz.

Tama voidaan todistaa kayttden Riemann-integraalin ja raja-arvon laskusdantoja.

Lause 1.1.3. Olkoon f: [a,00] — R integroituva jokaisella vdlilli [a,c], a < c. Jos on

olemassa raja-arvo lim f(z) =:m ja jos m # 0, niin integraali [ f(z)dx hajeantuu.

TobisTus. Oletetaan, ettd m > 0. Tapaus m < 0 todistetaan vastaavasti.
Koska lim f (x) = m, kaikilla € > 0 on olemassa M > 0 siten, etté
X [e.9]

|[f(x) =m| <e

kaikilla z > M.
Valitaan € = % > (0. Talloin

flz) >m—e= %
kaikilla x > M. Jos ¢ > M, niin
c M c M
/f(x)dx:/f(x)der/f(x)dxZ/f(a:)der%(c—M) Ll NN
a a M a
Néin ollen

lim (/Cf(x) dm) = 00,

joten [ f(x)dx hajaantuu. O



mA

Ongelma 1.1.4. (a) Jos lim f(z) = 0, niin suppeneeko (ff(a:) dx?

(b) Jos Ofo f(z) dx suppenee, niin pitaako talloin paikkansa, etté lim f () =07

Lemma 1.1.5. Olkoon f : [a,00[— R ei-negatiivinen funktio (siis f(z) > 0 kaikilla
x € |a,00|), joka on integroituva jokaisella vdlilli |a, c|, a < c. Tdlloin [ f(z)dx suppenee

jos ja vain jos on olemassa M > 0 siten, ettd

/Cf(m)d:vg M

kaikilla ¢ > a.

Tobistus. Koska f(x) > 0 kaikilla « € [a, oo, niin funktio F': [a, c0] — R,
Fle) = /f(a;) dz
on kasvava. Nyt Ofo f(z) dx suppenee jos ja vain jos on olemassa aarellinen raja-arvo

lim (/f(:c) da:) = lim F(c).

Kasvavalla funktiolla F' on olemassa raja-arvo cliglo F(c) jos ja vain jos F' on ylhaalta
rajoitettu (JMA2) eli jos on olemassa M > 0 siten, etta

kaikille ¢ > a. O



Huomautus. Lemman [I.1.5]viite ei ole totta ilman oletusta “ f ei-negatiivinen”. Esimer-
kiksi funktiolle f : R — R, f(z) =sinz

/sinxdaj =—cosc+1<2,

0

mutta j’osinazd:ﬁ hajaantuu (Esimerkki(1.1.2] (c)).
0

Lause 1.1.6 (Majorantti-/minoranttiperiaate). Olkoon f: [a,00] — [0,00[ ei-negatii-
vinen ja integroituva yli jokaisen vdlin [a,c], a < c.

(i) Jos on olemassa h : [a,00] — [0, 00] siten, ettd
0 < f(z) < h(z)
kaikilla x € [a, 0] ja integraali Zoh(x) dx suppenee, niin myos :fof(x) dx suppenee.
(ii) Jos on olemassa g : |a, 00| — [0, 00[ siten, ettd
0<g(z) < flx)

kaikilla x € [a, 00| ja integraali [ g(x) dx hajaantuu, niin myds [ f(x) dx hajeantuu.

Tobistus. (i) Koska ofoh(x) dx suppenee, on olemassa M > 0 siten, ettd
/ h(z)de < M
kaikille ¢ > a (Lemma [1.1.5). Néin ollen

/cf(x)dx < /Ch(x)dx <M

kaikille ¢ > a. Lemman [1.1.5| nojalla [ f(x) dz suppenee.

(i) Tehdaan vastaoletus: c]o f(z) dx suppenee. Téll6in kohdasta (i) seuraa, etté ?O g(x)dx

[o.¢]
suppenee. Tamé on ristiriita, joten [ f(z)dz hajaantuu. O
a



Esimerkki 1.1.7. Suppeneeko
T dsin®z
J 1+ a3

dx ?

Huomataan ensin, ettd 1+ z° = 0 jos ja vain jos x = —1. Néin ollen f: [1,00[ — R,

4sin?z
fo) =17

on jatkuva, joten f on integroituva yli jokaisen vélin [1,¢|. Lisdksi f(z) > 0 kaikilla
x € [1,00[. Nyt

4sin? x 4 < 4

I1+a3 = 1423~ a3

0<

ja integraali
o0

4
[
1
suppenee (Esimerkki[1.1.2] (b)). Majoranttiperiaatteen (Lause [1.1.6) nojalla integraali

¥ 4sin? x
d
1/ 1+ a3 v

suppenee ja
4 sin?
1+

@]
IA
)—‘\8

x 71
Fdr<d [ —dr=2.
1

Lause 1.1.8 (Osamaédaratesti). Olkoot f: [a,00] = R ja g : [a,00] — R ei-negatiivisia
funktioita, jotka ovat integroituva yli jokaisen vdilin [a,c|, a < ¢, ja oletetaan, ettd

I
xh_)IIolog@) A € [0, 00].

(i) Jos 0 < A < oo, niin [ f(z)dx suppenee jos ja vain jos [ g(x)dx suppenee.
(ii) Jos A =0 ja jos [ g(x)dx suppenee, niin [ f(x)dx suppenee.

(7ii) Jos A = oo ja jos ?fog(x) dz hajaantuu, niin ofof(a:) dx hajaantuu.

Tobistus. (i) Koska xh_)rgo % = A, jokaiselle € > 0 on olemassa M > 0 siten, ettéd

@—A‘<€

g(x)
kaikilla x > M. Valitaan ¢ = %, joka on positiivinen, silld 0 < A < oco. Néin ollen

A A

2 g(x) 2
kaikilla z > M.



“ =7 Oletetaan, ettd [ f(x)dx suppenee. Lemman |1.1.5 nojalla on olemassa L > 0 siten,

etta

/Cf(x)dx <L

kaikilla ¢ > a. Epayhtélosté () seuraa, etta

kaikilla x > M. Nyt

’ aM ]\42 c
< [g@do+ 5 [ fl@)do

aM 2Mc
g/g(as)dx%—z/f(m)d:v

joten integraaleilla [ g(x) dx on luvusta ¢ riippumaton ylaraja. Lemman|1.1.5(nojalla

o0
[ g(z) dz suppenee.

9 )
<=

Ongelma 1.1.9. Todista, ettéd jos [ g(x)dx suppenee, niin [ f(z)dz suppenee.

Esimerkki 1.1.10. Suppeneeko

T 28 + 5x

——dz ?
/ 3z° + 1 v

Huomataan ensin, ettd funktio on ei-negatiivinen, kun x > 3 (harjoitustehtavé). Va-

litaan g(r) = % Tallsin

T

flx) 2;;5151“7 (22 +5x)a® 22° 4 50% o 2

- - 7

g(z) % 3% + 1 3% + 1 3
o0 o0 3
Koska [ z% dzx suppenee, niin osamadaratestin, Lause [1.1.8] nojalla [ 2;335151”” dx suppenee.
1 1




Ongelma 1.1.11. Suppeneeko

Maaritelma 1.1.12. Epdoleellinen integraali [ f(z) dz suppenee itseisesti, jos inte-

graali T|f(x)| dx suppenee.

Merkintoja.

fH(x) = max{f(z),0} (funktion f positiiviosa)
f7(z) = —min{f(z),0

Talloin f+ >0, f~ >0, f(z) = fH(z) — f~(2) ja |f(2)] = fT(z) + [ (2).

} (funktion f negatiiviosa)

Lause 1.1.13. Olkoon f : |a,00] — R integroituva yli jokaisen vdlin [a,c|, a < c. Jos

[ |f(x)|dx suppenee, niin tdlloin myds [ f(x)dz suppenee.

Tobistus. Koska 0 < ff(z) < |f(2z)] ja f |f(x)| dz suppenee, niin majoranttiperi-

aatteen (Lause [1.1.6) nojalla 70 f1(z) dx suppenee. Samoin f f~(z) dz suppenee, silla

0 < f~(z) <|f(x)] kaikilla G [a, oo[. Néin ollen on olemassa adrelliset raja-arvot

~ + _.
Clgglo/f (x)de =: I

ja
Ch_glo/f_(x) dx =
Nyt
/f dx—/f+() d:c—/f+ d:v—/f Vdr S5 I — I,
Epéoleellinen integraali 70 f(z) dx siis suppenee. O



Esimerkki 1.1.14. (a) Integraali

o

CoS T
/ 5 dx
x
2
suppenee, silla se suppenee itseisesti:
COS T 1
0< < —
x? x?

kaikilla = > 2x. Koska [ x% dx suppenee (Esimerkki|1.1.2[ (b)), niin majoranttiperi-
27

dx suppenee. Lauseen |1.1.13| nojalla [ “5* dx

oo
aatteen (Lause [1.1.6) nojalla [ |“%*
2m 2
suppenee.
(b) Integraali
o,
sin x
/ dx
x
2m
suppenee, mutta ei suppene itseisesti.
TobIsTus.
S8 .
e Osoitetaan, ettéd integraali [ *7* dx suppenee.
2m
Jos ¢ > 2m, niin osittaisintegroinnilla (u(z) = —21, v'(z) = —sinz = v/(z) = &

v(x) = cos ) saadaan, etta

C

. c c
sin x CcoS X Ccos T
/ dr = / — dx — / 5 dx
T T T

27 2 27
C
cos ¢ 1 CcoS T
= — — — 5 dx
c 2T T
27
oo
oo 1 Ccos X
— — > dz,
27 T
27

11



missé [ “25* dx suppenee (a)-kohdan perusteella.
2

c . 1 oo
lim /Smxd:c :——/Cosxde]R,
c—00 T 2 2

s 21

Néin ollen

oo .
joten [ *=£dx suppenee.
2

S
e Osoitetaan, ettd integraali [ *7* dx ei suppene itseisesti.
2w

sinx

7Tsina:’dxz7rsma: dx—l—?smxldx—i— + 7r sinx da
x x x
27 2 3T n—1)mw
3T 1 nmw
Z—/Slnx| dx+f/|smx| de + ...+ — / |sin x| dx
3 nm
27 sing 3T _sinx (n—1)m
_ 2+ ! 24...+ Lo
31 47 o onr
2(1+1+ L 1 +1)
o \3 4 77 ' n—1 n
4 5 n+1
2 1 1
2(/dx+/dx+ + dg;)
T x x x
3 4 n
n+1
2 1
:—/fdx
T x
3
2

= (log(n +1) —log3) == 0.

Epéaoleellinen integraah

sinx

/ dx

2

T

siis hajaantuu.

12



1.2 Rajoittamattoman funktion epaoleellinen integ-
raali

Maaritelma 1.2.1. (a) Oletetaan, ettd f: [a,b] — R on integroituva yli jokaisen
valin [a, c], a < ¢ < b. Jos on olemassa &érellinen raja-arvo

Tim (/cf(l“) dw) :

b
niin epaoleellinen integraali [ f(z) dx suppenee ja merkitaan
a

| roras = [ st0yae = ( [ 1) dx) |

(b) Vastaavasti maaritelldén funktiolle f: |a,b] — R, joka on integroituva yli
jokaisen vélin [c, ], a < ¢ < b,

[ swrde= [ sterdo = 1 ( [ 1w dx) ,

mikali kyseinen raja-arvo on olemassa. Jos epéoleellinen integraali ei suppene, sano-

taan, ettd integraali hajaantuu.

Lauseita [1.1.6] (Majorantti-/minoranttiperiaate) ja (Osamééritesti) vastaavat
b— b

tulokset ovat voimassa myos integraaleille [ f(z)dx ja [ f(x)dx oleellisesti samoin to-
a a+

distuksin.

1
Esimerkki 1.2.2. (a) Integraali [ % dz suppenee jos ja vain jos s < 1. Nimittain
0+

/11dx:{1;<1—c1—8>, o S#1 e { jos s <1

] —log c, jos s=1. oo, jos s> 1.

Huomaa, etta
o0

1 1
/—2 dx hajaantuu, mutta /—2 dx suppenee.
x x
1
Toisaalta

1 00
1 1
—— dx suppenee, mutta / —— dx hajaantuu.
0/ 7 pp v j

Lisaksi
o0

1
1 1
seké / —dx etta / — dx hajaantuvat.
x x
0 1

13



(b) Integraali

%
1
——dx
o/ Valog L
suppenee majoranttiperiaatteen nojalla, silla

1 1
0< < . —
~ Vxlog: T log2 x

1
kun 0 < z < % ja [ %C dx suppenee esimerkin (a)-kohdan perusteella.
0

1.3 Yleinen epaoleellinen integraali

Jos integroimisvéli on |—oo, oo[ ja/tai on useampia pisteitd, joiden lahelld funktio f ei ole
rajoitettu, integroimisvali on jaettava osiin. Talloin alkuperéainen integraali suppenee jos
ja vain jos kunkin osavéilin yli otettu epéoleellinen integraali suppenee.

Esimerkki 1.3.1. (a) Suppeneeko integraali

7o
/ d ?
x?logw
1
Koska
. 1
lim = 00,

a—1+ 22 log x

niin integroitava funktio ei ole rajoitettu pisteen x = 1 ldheisyydessa. Tutkitaan

erikseen integraaleja

1
[1:/ D) dx
x?logx

1

ja

T
I :/
2 xQIngdx

2

14



Nyt

o)

1
d
/leoga: v

1

suppenee jos ja vain jos seka [; etta I, suppenevat.

e [, : Kun x > 2, niin

0< L < 1 1

x C—.
~ 2%2logx T log2 a?
Koska

[e.e]

1
2

suppenee (Esimerkki[1.1.2] (b)), niin

(o]
1 1
—  —dx
/ log2 x2
2
suppenee. Majoranttiperiaatteen nojalla

[e o]

1
/ dx
) x?logx

suppenee.

e [, : Sijoittamalla x = €', jolloin dx = e'dt ja t = log x, saadaan

log 2

2
1 1
h=[——do= [ —cal
) x*logx (et

logc

log 2
1
= [ — dt
/ett
logc

log 2

1 1
> — —dt
-2 / t

loge
log 2

logt

loge

1 c
= — | log(log 2) — log(log ¢) 2 .
2 ——

>0

Koska I; hajaantuu, niin

1
/ dx
/ x?log

hajaantuu.

15



-

Huomautus. Edella olevassa ratkaisussa valittiin integraalin katkaisukohdaksi x =
2, mutta katkaisukohta olisi voinut olla jokin muukin. Oleellista on jakaa epéoleelli-
suustekijat eri palasiin.

Suppeneeko
2

2
X
/x3_1dx?
0

Integroitavaa funktiota ei ole maéritelty pisteessa x = 1. Lisdksi funktio on tdmén
pisteen laheisyydessa rajoittamaton. Esimerkin integraali suppenee jos ja vain jos

integraalit
-
dx
/ 3 —1
0

- )
1/x3—1x

suppenevat. Olkoon 0 < ¢ < 1. Nyt

ja

C 2 C

x 3x?
0/x3—1d$_ /x?’—ldx

0
:é/log‘x?’—l’
0

= Llog(1 - ¢*) &% —c.

Wl

1 2
Siis [ x?—ildx hajaantuu, joten [ x?—ildx hajaantuu.
0 0

16



[

|

3 | 9

X

2 : fl@) = po
[
[

1 | |
' |
' |
i 2 3
|

1 |
|
|

-2 |

Ongelma 1.3.2. Suppeneeko
71
/— dx, seR?
0 v

Harjoitustehtavia

1. Tutki suppenevatko epéoleelliset integraalit
(a) / re " da.
0
b L d
(b) /0 Vi—z "

2. Tutki suppenevatko epaoleelliset integraalit

o]
(a) / ng dzx.
2

T

o 1
b/ - dr
(> —ool’2+3x

3. Laske epaoleelliset integraalit

(a) /()Z( sin x i

cosz)V/3

(b) /0 e g

17



4. Laske epéoleelliset integraalit

(a) /5 cosT dx
0 +/sinx .

1
(b) / log x dx.
0

5. Tutki suppenevatko epéaoleelliset integraalit

(a) /OO A

—oox2+4

oo 1
b / ————d.
(b) 2 x(logz)? v

6. Tutki suppenevatko integraalit

(a) /Olldac.

12

1
(b) / COST
0

12

11—
(c) / 2T oS
0

2

7. Tutki suppeneeko integraali /
1

T
—dx.
vVt +1

. . [t 1 L[
8. Tutki suppenevatko integraalit /0 mdw ja /1 i

+ 23/2

9. Tutki suppenevatko epéaoleelliset integraalit

(a) /Om\/zlljdx.

(b) /OO r'e " dr.
0

10. Osoita, etta

c 1
(a) lim _Clj_;dac:m
1+

(b) integraali / %dm hajaantuu.

—o 1+

11. Laske epaoleelliset integraalit

@ [ 1 I\j; da.

(b) /OO g

—00 62z+ 1

18
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

T sin x

Tutki suppeneeko integraali / —dx.
2 a3 —x+1

Tutki suppenevatko integraalit

1 ,—2x 1 ,—3x
(a) / ¢ dxja/ °  da.
0 Xz 0 T
1 e—2:v _ e—S;B
b [,
() | . x

(Vihje: I'Hopitalin saanto)

Tutki suppenevatko integraalit

(a) /OOO ¢’ dx.

1+ 22

(b) /5 tan x dx.
0

2 logx o~ logx
Tutki suppenevatko integraalit / ————dzx ja / ——dx.
PP & 1 zva?—1 ] 2 zva2—1

Llogx d
x.

Tutki suppeneeko integraali /
0 T

(Ohje: Tehtéva onnistuu seké laskemalla ettd arvioimalla.)

Llogx

Tutki milld parametrien s € R arvoilla integraali / dx suppenee.

o x¥

0 1+ 22

Tutki milla parametrin s € R arvoilla integraali / ds suppenee.

1

o (5 1 7
Tutki suppeneeko integraali / w
1 x

dz.

Tutki milld parametrien s,r € R arvoilla integraali / _r dx suppenee.
1 (T+a22)r

(Vihje: Osamaéadaratesti)

Olkoon f: R — R integroituva yli jokaisen vélin [a, b] C R.

(a) Oletetaan, etté integraali / f(z) dx suppenee ja olkoon

—00

] ] 0
Lz/_oof(x)dx:/o f(x)dm—l—/_oof(x)dx.
Onko talloin totta, etta

lim /_Ccf(x)dx—L?

c— 00
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22.

23.

24.

25.

26.

0 ~100
(b) Jos integraalit / f(x)dzx ja / f(x) dz suppenevat, niin suppeneeko inte-
100

graali /oo f(x)dx?

Olkoon f: R — R integroituva yli jokaisen valin [a, b] C R.

Osoita, ettéd integraali /

—00

f(x) dx suppenee jos ja vain jos integraalit / f(z)dx
-1

-1
ja / f(z) dx suppenevat.

— 00

Olkoot f:1]0,1] — R ja ¢:]0,1] — R ei-negatiivisia ja jatkuvia funktioita siten,
etta

lim -2 = 0.
w0 g(z)

1 1
(a) Osoita, etté jos integraali / g(z) dz suppenee, niin myo6s / f(x) dx suppenee.
0 0

1
(b) Néayta vastaesimerkin avulla, ettd integraalin / f(z) dx suppenemisesta ei
0

1
yleisesti ottaen seuraa integraalin / g(z) dx suppeneminen.
0

Olkoot f: [0,00[— R ja g: [0,00[— R ei-negatiivisia ja jatkuvia funktioita siten,
etta integraali g(x) dr hajaantuu ja
0
f(z)

lim ——= =

Osoita, ettd myos integraali / f(x) dr hajaantuu.
0

Olkoon funktio f jatkuva suljetulla valilla [c,b] kaikilla ¢ €la,b]. Oletetaan, et-
b
ta epéoleellinen integraali / f(t) dt suppenee. Maaritellaan funktio F' :|a,b[— R

. a
seuraavasti

Osoita, ettd I on derivoituva vélilld ]a, b[. Mika on sen derivaatta?
Olkoon f: [0, 00[ = R jatkuva funktio, jolle on olemassa raja-arvo f., := lim f(z).

Osoita, etté

/OOO Wda: = (f(0) — foo)log<§).
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27. Kun kayra f: [1,00] — R, f(z) = % pyordahtaéd x-akselin ympari, syntyy pyorah-
dyskappale, joka tunnetaan nimelld Gabrielin torvi.

(a) Laske Gabrielin torven rajoittaman kappaleen tilavuus
V = 7r/ f(z)? dx.
1
(b) Osoita, ettd Gabrielin torven pinnan pinta-ala

A= 27r/1°° Flan/1+ () do

on aareton.

28. Gammafunktio on I' : |0, 00] — R,

L(t) = /e_xxt_l dx.
0

(a) Osoita, ettd gammafunktion méérittelevé integraali suppenee kaikilla ¢ > 0.

(b) Nayta: jos t € N, niin
L'(t)=(t—1)!

(Vihje: Todista ensin osittaisintegroimalla, etta I'(t) = (¢t — 1) I'(t — 1))
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Viikko 2
Lukusarjojen suppenemisesta

Johdatus matemaattiseen analyysiin 1 -kurssilla (JMA1) on kayty lapi reaalilukujonojen
ominaisuuksia. Ainakin seuraavia asioita olisi hyvé palautella mieliin:

e Jono reaalilukuja (z,,) suppenee kohti lukua a € R, jos kaikilla € > 0 on olemassa
luku N, € N siten, etta

|z, —al <e Xkaikilla n > N,.
Luku a on jonon (z,) raja-arvo ja merkitdan
lim, 2 = a
Jos jono (z,,) ei suppene kohti mitddn lukua a € R, niin jono (z,) hajaantuu.

e Rajoitettu ja monotoninen jono suppenee.

e Jono (yx) on jonon (x,) osajono, mikéali on olemassa luonnolliset luvut ny, ng, ns, .. .
siten, etta
ng<ng <ng<-- ja Yp=Tp,.

e Suppenevan jonon jokainen osajono suppenee ja osajonon raja-arvo on sama kuin
alkuperéisen jonon raja-arvo.

e Rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.
e Jono (x,) on Cauchy-jono, jos jokaisella € > 0 on olemassa N. € N siten, etta
|z, — x| < e kaikilla n,m > N..

e Lukujono suppenee jos ja vain jos se on Cauchy-jono.

Palautetaan mieliin myos muutama hyodyllinen summakaava:

=1 2

2"222 _n(n+1)2n+1)

i=1 a 6

n 1 n+1

ZTZ = r , kunr#1
= 1—r



2.1 Lukusarjan maaritelma

Maéritelmé 2.1.1 (Lukusarja ja sen osasummat). Olkoon (a;);en lukujono. Muo-
dollista summaa

oo
Zaj:a1+a2+~~
=1

sanotaan jonon (a;);eny méadraaméksi (luku)sarjaksi. Sarjan j:s termi on luku a; ja
(ddrellinen) summa

Sp=>aj=a+ay+---+a,, neN,
j=1

on sarjan n:s osasumina.

Asrettémén monen reaaliluvun laskeminen yhteen ei perinteisessi mielessi ole mah-
dollista. Sarjan summa maaritelladnkin sen osasummien avulla: lasketaan jokaiselle n € N
yhteen jonon n ensimméista termié, muodostetaan naista osasummista lukujono (S, )nen
ja tutkitaan, miten kéy, kun n — oo.

Maéritelméa 2.1.2 (Sarjan suppeneminen). Olkoon (a;) ey reaalilukujono. Jos sar-

o0
jan '21 a; osasummien muodostamalla jonolla (.S, ),en on raja-arvo S € R, niin sano-
]:

o0}
taan, etta sarja 21 a; suppenee ja raja-arvo
j=

S = lim 5,

n—o0

on sen summa; merkitaan
oo n
a; =95 = lim i .
> a;=5 . > a
j=1 j=1

[e.°]
Ellei sarja _Zl a; suppene, niin sanotaan, ettd se hajaantuu.
]:

Huomautus 2.1.3. (i) Sarja siis hajaantuu, jos sen osasummien jonolla ei ole raja-
arvoa (tai jos mahdollinen raja-arvo on 400).

(ii) Sarjan ja sen summan merkitseminen samalla symbolilla saattaa tuntua hieman
sekavalta, mutta on hyvin yleinen kaytanto.

(iii) Usein sarjassa summausindeksi ei ldhde ykkosesté vaan nollasta tai jostain muusta
(luonnollisesta) luvusta. Ilmeinen pieni muokkaus mééritelmaan kertoo, mité silloin
tarkoitetaan sarjan summalla.

(iv) Se, mista indeksistd summaaminen aloitetaan, ei vaikuta sarjan suppenemiseen (ha-
jaantumiseen), silld dé4rellisen monen luvun muuttaminen ei vaikuta suppenemiseen
(hajaantumiseen). Suppenevalla sarjalla tdmé toki vaikuttaa itse summaan.
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(v) Sarjoja ei voi késitelld aivan yhta “huolettomasti” kuin dérellisid summia, silld sum-
mattavia termeja on ddreton maard. Esimerkiksi summattavien termien jéarjestysta
ei sarjassa voi noin vain vaihtaa, silla summausjérjestysta vaihtamalla voidaan ni-
mittain jopa saada suppenevasta sarjasta hajaantuva; téasta esimerkkeja myohemmin

(ks B2 ja B2

Esimerkki 2.1.4. (a) Tarkastellaan sarjaa
>4
j=1

missé a; = (—1)/7!, j € N. Télloin parillisille osasummille

2n
aj=1-1+1-1+---41-1=0,
j=1
kun taas parittomille
2n—1
oaj=1-1+1-1+---+1=1
j=1

kaikille n € N, joten osasummien jono (1,0,1,0,1,0,...) ei suppene ja siten sarja

> a; hajaantuu.
7j=1

(b) Tarkastellaan sarjaa

i 1
i+
Huomataan, etta kaikille j € N pétee
1 1 1

jG+D)  § g+l

Néin ollen sarjan n. osasumma palautuu teleskooppisummaksi

3! i:r_'l ] 1
i+ Y) Il i+l n+1
ja nain ollen
> 1 L 1 1
DI+ e+l e n+1

Siispa annettu sarja suppenee ja sen summa on 1.
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Esimerkki 2.1.5 (Geometrinen sarja). Tarkastellaan geometrista sarjaa
[e.e] oo
Sl = 3 g,
j=1 j=0

missa r € R. Jos r = 1, niin sarjan n:s osasumma S,, = n + 1 ja .S, — oo, kun n — oo.
Sarja siis hajaantuu, kun r = 1.
Olkoon sitten r # 1. Téalloin n:nnelle osasummalle pétee

1— Tn-i—l 1 Tn-‘rl
Sp =

1—r 1—7r 1—7

Témén osoittaminen on harjoitustehtavéna [l Liséksi (kun 7 # 1) lukujono (r™*)

penee tasmaélleen silloin, kun |r| < 1, ja néille r on

sup-

lim " = 0.
n—oo
Siispd geometrinen sarja suppenee tasmélleen silloin, kun |r| < 1, ja sarjan summalle

patee

Ongelma 2.1.6. Olkoot |r| < 1, m € N ja a € R. Laske summa
> arl.
j=m

Ongelma 2.1.7. Esité seuraavat desimaalimuodossa annetut rationaaliluvut geometris-
ten sarjojen avulla:

(a) 0.111...

(b) 0.323232....

Esitd luvut myo6s rationaalilukuina.

Esimerkki 2.1.8 (Harmoninen sarja). Sarjaa

i1—1+1+1+1+1+1+1+1+
P 2 3 4 5 6 7 8 7

j=1
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sanotaan harmoniseksi sarjaksi. Se hajaantuu, mikd nahdaan seuraavasti: Tarkastel-
laan sarjan osasummien jonon (S, ),en 0sajonoa (Sgk)gen-

S =1
1
S2:1+§
1 1 1
=14+ = -
S +2+<3+4>
>1+1+<1+1>—1+2 1
2 4 4) 2
S—1+1+<1+1>+<1+1+1+1)
8 2 "\3 "4 56 7 8
>1+1+<1+1>+<1+1+1+1)—1+3 1—1+f
2 4 4 8 8 8 8/ 2 2

Induktiolla voidaan osoittaa, etta Sy > 1+ g kaikilla k£ € N. Koska osajono (Sox)ren on
rajoittamaton, my6s osasummien jono (S, ),en hajaantuu ja harmoninen sarja ei suppene.

Huomautus. Sarjaa

=1 J

sanotaan vuorottelevaksi harmoniseksi sarjaksi. Esimerkisséi osoitetaan, etta
tama sarja suppenee.

Huomautus 2.1.9. Sarjat ja epéoleelliset integraalit ovat laheisessd yhteydesséd. Olkoon
(a;)jen reaalilukujono ja mééritelladn

a, 1<x<?2
as, 2<xr<3

n, N<zx<n+1

Talloin sarja Y a; suppenee jos ja vain jos epéoleellinen integraali [ f(z)dx suppenee

‘]_
(harjoitustehtava [19] ).
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Aérellinen summaaminen on lineaarista. Tamé on totta myos suppeneville sarjoille:

Lause 2.1.10. Olkoot aj,b; € R kaikille j € N ja c € R. Jos sarjat
doa; ja Dby,
=1 j=1

suppenevat, niin myos sarjat

> (a;+0b;) ja Y (cay)
j=1 j=1
suppenevat ja
o) o o o o
daj+b)=>a;+> b seki Y (ca;) =c) a;
7=1 7=1 j=1 7j=1 Jj=1

Ongelma 2.1.11. Osoita Lauseen [2.1.10] avulla, etta sarja

X 1+2- 312
Z R+l

J=0

suppenee ja laske sarjan summa.

2.2 Ehtoja sarjan suppenemiselle

Luvun alussa palauteltiin mieliin Cauchy-jono ja Cauchyn kriteerio suppenemiselle. Sar-
jojen tapauksessa Cauchyn kriteerio voidaan muotoilla seuraavasti:

Lause 2.2.1 (Cauchyn kriteerio sarjojen suppenemiselle). Olkoot a; € R, j € N. Sarja
> a; suppenee, jos ja vain jos sen osasummien jono (Sy)nen on Cauchy-jono, eli kaikilla

j=1
€ > 0 on olemassa N. € N siten, etta

n m n
S0 = Sl =D _a; =D a;|=| > aj| <e,
Jj=1 Jj=1 Jj=m+1

kunhan n > m > N,.
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JMAT1 -kurssilla on osoitettu, ettd monotoninen lukujono suppenee jos ja vain jos se
on rajoitettu. Tastd saadaan sarjojen tapauksessa seuraava lause:
o0
Lause 2.2.3. Jos b; > 0 kaikilla j € N, niin sarja - b; suppenee, jos ja vain jos sen
j=1
osasummien jono muodostaa rajoitetun jonon, toisin sanoen on olemassa M € R, jolle

n

(0<) S b;<M kaikilla n € N.

J=1

Jotta sarja voisi supeta, on summattavien termien lihestyttava nollaa, kun n kasvaa
rajatta.

Lause 2.2.5. Jos sarja Y a; suppenee, niin
j=1

lim a; = 0.
Jj—00

Todistus. Termit saadaan helposti osasummista, silla

n n—1
G =SS = 4 Y,
j=1 j=1
Lisdksi huomataan, etta

lim a, = lim (S, — S,-1) = lim S, — lim S,,_; =0,
n—o0 n—0o0 n—oo n—0o0

silla sarja suppenee eli osasummien jono (.S, ),en suppenee. O

Huomautus 2.2.6. Lause el toimi toiseen suuntaan: vaikka sarjan termille a;

o
patisikin, ettd a; — 0, kun j — oo, niin siitd ei seuraa, etta sarja ‘21 a; suppenisi. Téasté
j:

esimerkkind on harmoninen sarja (Esimerkki : termi % — 0, kun j — oo, mutta

[e.°]
sarja ) % hajaantuu (tosin hyvin hitaasti).

Esimerkki 2.2.7 (p-harmoninen sarja). Selvitetdén, milla luvun p € R arvoilla (p-har-
moninen) sarja

i
suppenee. Tata sarjaa kutsutaan yliharmoniseksi, kun p > 1 ja aliharmoniseksi, kun
0<p<l.
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RATKAISU. Olkoon p > 1 ja n € N. Tall6in on olemassa k € N siten, etta
2" < < 2k,

Sarjan n:nnelle osasummalle saadaan arvio

f:1<2k211—1+1+1+1+1+1+1+1+ PR
Pl e o o» 3 4p  Hp Gp TP 8P (2 —1)p

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 | < /1 \"
=142 +4_+8_+-+2 <§0<2p1)

Koska oikealle saatiin suppeneva geometrinen sarja (suhdeluku on 2,,%1 < 1), niin Lauseen
nojalla p-harmoninen sarja suppenee, kun p > 1.

Ongelma 2.2.8. Osoita, ettd p-harmoninen sarja hajaantuu, kun p < 1.

o0

Maaritelma 2.2.9. Olkoot a; € R, j € N. Sanotaan, ettd sarja ). a; suppenee itsei-
j=1

sesti (tai absoluuttisesti), jos termien itseisarvojen muodostama sarja

o0

> lajl

Jj=1

o0
suppenee. Sanotaan myds, ettd sarja - a; suppenee ehdollisesti, jos se suppenee, mutta

se el suppene itseisesti.

Suppeneva sarja ei vilttamattd suppene itseisesti. Esimerkiksi vuorotteleva harmoni-
nen sarja
Z(_l)ﬁ_lf-
=1 J
suppenee (katso Esimerkki [3.2.2)), mutta se ei suppene itseisesti, silld itseisarvoista muo-
dostettu sarja on harmoninen sarja. Niinpéd vuorotteleva harmoninen sarja suppenee eh-
dollisesti.
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Kaianteinen kuitenkin pétee eli itseisesti suppeneva sarja suppenee:

[e.e]
Lause 2.2.10. [tseisesti suppeneva sarja Y. a; suppenee ja
j=1

oo
Z aj
j=1

o0
<D layl-
j=1

[ee)
TopIsTUs. Olkoon 37 a; itseisesti suppeneva sarja ja olkoon € > 0. Télléin Cauchyn

7j=1
kriteerion nojalla 16ytyy siis N. € N siten, etta

n m n
Z|aj|—2|aj| <e eli Z laj] <,
j=1 j=1 J=m+l

kun n > m > N.. Edelleen, kun n > m > N., niin osasummien
n
Sn =24
=1

jonolle pétee kolmioepayhtalon nojalla

n n
1Sy — S| = Z aj| < Z laj| <e.
j=m+1 j=m+1

Siispé (S, )nen on myos Cauchy-jono, siis suppeneva, ja nain ollen itseisesti suppeneva
sarja suppenee.
Viitteen epayhtélo seuraa myos kolmioepayhtalosta: koska kaikilla n € N pétee

Zaj < Z|aj| < Z’aj‘u
7=1 7j=1 7=1
niin
> ai| <D la]
j=1 j=1
(I
Ongelma 2.2.11. Milld p € R sarja
i(_l)jﬂi
i=1 7’
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2.3 Suppenemistesteja: vertailutesteja

Sarjan osasummien laskeminen ja niiden raja-arvon (tai Cauchyn ehdon toteutumisen)
tutkiminen on yleensa hyvin hankalaa. Lisdksi suppenemisen osoittaminen suoraan maa-
ritelméaa kayttden on mahdotonta ellei tiedetd mika on sarjan summa. Niinpa, kun tut-
kitaan suppeneeko annettu sarja vai ei, kaytetdankin tavallisesti seuraavaksi esiteltéavia
testeja, joiden avulla vastauksen voi paatelld parhaimmillaan hyvinkin helposti.

Eraén keinon paatella sarjan hajaantuminen antoi jo Lause jos sarjan termit a;
eivat lahesty nollaa kun j kasvaa rajatta, sarja ) a; hajaantuu. Esimerkiksi sarja

|
275

j=1VJ

hajaantuu, silld muistamalla, etta

saadaan

Seuraus 2.3.1 (0-testi). Olkoot a; € R, j € N. Jos sarjan termit a; eivdt ldhesty nollaa,

(e8]
kun 3 — oo, niin sarja '21 a; hajaantuu.
]:

Aiemmin opittiin jo, ettd ehto lima; = 0 ei vield takaa sarjan suppenemista. Tél-
laisissa tapauksissa tarvitaan siis muita keinoja sarjan suppenemisen (hajaantumisen)
toteamiseen. Seuraavat Majorantti- ja Minoranttiperiaatteet ovat diskreetit versiot
epaoleellisten integraalien vastaavista periaatteista.

Lause 2.3.2 (Majorantti- ja Minoranttiperiaate). Olkoon (a;);jen reaalilukujono, missd
a; > 0 kaikilla 7 € N.

(a) Jos on olemassa luvut b; > 0, joille
a; <b; kaikilla j € N
ja sarja Y- b; suppenee, niin myos sarja Y. a; suppenee.
j=1 j=1

(b) Jos on olemassa luvut c¢; > 0, joille

a; >c¢; >0 kaikilla j € N

o0 [ee]
ja sarja Y- c¢; hajaantuu, niin myos sarja Y, a; hajoantuu.
i—1 Jj=1



Ongelma 2.3.3. Todista Lauseen kohta (a) kayttden Lausetta [2.2.3] Kohta (b) on
harjoitustehtava [27]

Huomautus 2.3.4. Jos jonolle (a;);en on olemassa luvut b; > 0, joille

la;] <b; kaikilla j € N

— j=

(0] o0
ja sarja Y. b; suppenee, niin téalldin sarja Y. a; suppenee itseisesti (ja siksi suppenee).
i=1 =1

— =

Osoitetaan, ettd tdmé sarja suppenee (itseisesti).
RATKAISU. Nyt kaikille 7 € N patee

1
— j5/2

cos(47)
4 +j5/2

ja tiedetaan Esimerkistd ettd yliharmoniset sarjat suppenevat eli sarja
(e.)
1

> =n

j=1J

suppenee. Niinpa Majoranttiperiaatteen nojalla sarja

[e.e]

> cos(47)

4 +j5/2

j=1
suppenee itseisesti, joten sarja suppenee.

(b) Osoitetaan, etta sarja

J
Z]’Q_l

Jj=2

hajaantuu.

RATKAISU. Kaikille 5 € N, 5 > 2 voidaan kirjoittaa
' 1

% - - > 0

J J

J
=1

v

[&.°] [&.°]

Harmoninen sarja 3 % hajaantuu, joten myos sarja . % hajaantuu. Niinpa Mino-
Jj=1 Jj=2

ranttiperiaatteen nojalla myos sarja

hajaantuu.



Ongelma 2.3.6. Tutki seuraavien sarjojen suppenemista:

x J
@ T

o sin’n

00 E2+ 4k —7
© X et

(b)

Majorantti- ja Minoranttiperiaatteissa tutkittavaa positiivitermista lukusarjaa arvioi-
daan ylhaalta pain suppenevalla sarjalla tai alhaalta péin hajaantuvalla sarjalla. Mo-
nesti termien arvioiminen suoraan saattaa olla haasteellista, kuten Ongelman [2.3.6] (c)-
kohdasta voi havaita. Kuitenkin tassa kyseisessa tehtavassa luvun k kasvaessa havaitaan,
ettd osoittajaa hallitsee vahvasti termi k? ja nimittéjid &%, joten suurilla luvun k arvoilla
summan termit ovat suuruusluokkaa ’]z—i = 1%2 eli sarja muistuttaa suppenevaa yliharmo-
nista sarjaa.

Todistetaan seuraavaksi ns. Osaméaratesti, jonka mukaan riittda verrata sarjan
termid tunnettuun suppenevaan/hajaantuvaan sarjan termiin ja tutkia timén osamaaran
raja-arvoa suppenemisen/hajaantumisen pééttelemiseksi.

Lause 2.3.7 (Osamadarétesti). Olkoot a; > 0 ja b; >0, j € N.

(a) Jos
lim 2 = Ae 10, o],

[e.°] o0
nin sarja Y, a; suppenee, jos ja vain jos sarja Y. b; suppenee.

7j=1 7j=1

(b) Jos

. a;
lim -2 =0
Jj—o0 j

o0 o0
ja jos sarja Zl b; suppenee, myos sarja '21 a; suppenee.
J= J=

(c) Jos
lim o 00

ja jos sarja Y b; hajaantuu, myos sarja Y a; hajaantuu.
j=1 j=1

ToDISTUS.
a
(a) Koska lim —2 = A €]0, 00[, niin raja-arvon mééritelmin nojalla on olemassa N € N
siten, etta
Q; A . .
— — Al < — kaikilla 7 > N.
b; 2

33



Toisin sanoen kaikilla j > N pétee

SA< L <A el 4b <a; < 220,

Nyt jos lukusarja Z b; suppenee, niin myos sarja Z Mbj suppenee (Lause [2.1.10)),
=1

ja talloin Majoranttlperlaatteen nojalla myo6s sarja > a; (ja siksi my0s sarja Z a;)
=N =
suppenee. ’ =

Vastaavasti jos sarja Z a; suppenee, niin myos sarja Z Za; suppenee (Lause[2.1.10)),
Jj=1 J'—

ja talloin Majoranttiperiaatteen nojalla myos sarja Z b (ja siksi myos sarja - b;)

= =1
suppenee. = !
) Ongelma
(¢) Harjoitustehtéva [28]
O

Ongelma 2.3.8. (a) Olkoot a; > 0 ja b; > 0, j € N. Osoita, etta jos

. a;
lim -2 =0
Jj—o0 '

ja jos sarja Z b; suppenee, niin myos sarja Z a; suppenee.
Jj=1 J=1

(b) Keksi esimerkki suppenevasta sarjasta E a; ja hajaantuvasta sarjasta Z b; siten,
J=1 J=1
ettd a; > 0 ja b; > 0 kaikilla j € N seka

. a;
lim -2 = 0.

Esimerkki 2.3.9. (a) Positiiviterminen sarja

DL A
1252+ 65— 7

hajaantuu Osamadaratestin nojalla, silla

47 )
g 47 1
lim 22467 iy ==->0
Jj—oo % J—oo 4]2(3 + % — ‘ULZ)

ja harmoninen sarja
i :
7=1 ]

hajaantuu.
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(b) Sarja
i 1
o2+ sin(j%)
suppenee Osamadératestin perusteella, silla

1

G _ . 20
j—o0 5 j—o0 2](1—*—271])

ja geometrinen sarja
o0

1
=
suppenee.

Ongelma 2.3.10. Osoita Osamaaratestin avulla, etté sarja

> k* + 4k — 7

o k3R TR+ 1

suppenee (vrt. Ongelma [2.3.6])

Seuraava lause kytkee epéaoleellisen integraalin suppenemisen integrandin avulla kir-
joitetun sarjan suppenemiseen. Téassa perusesimerkkind kannattaa ajatella harmonisen

sarjan tapausta.
Yy Harmaiden laatikoiden pinta-ala =1 + % +ot %

_|_..._}_%

Wl

Vihreiden laatikoiden pinta-ala = % +
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Lause 2.3.11. (Integraalitesti) Olkoon f: [1,00] — [0,00[ jatkuva ja vihenevd funktio.
Olkoon

ap = f(n)

o0
kaikilla n € N. Talloin sarja Y. a, suppenee, jos ja vain jos epdoleellinen integraali
n=1

7f(x) dx

suppenee.

TobisTus. Funktio f on jatkuva, joten se on integroituva jokaisella valilla [1, c] c>1.
Oletetaan ensin, etta integraali / f(z) dx suppenee. Arvioidaan sarjan Z Gy, Osa-
1

summia. Koska kaikilla n > 2 on termin a, maérittelyn ja funktion f Vahenevyyden
nojalla

0<an:/n anda::/nlf(n)dxg ! f(x)dx,

n—1 n—1

niin kaikilla N € N patee

N N N oo
Z —a1+Zan§a1+Z/mlf(x)d:v

—a1+/ d:p<a1+/ dx.

[e.e] o0
Koska integraali / f(z)dx suppenee, niin sarjan > a, osasummat ovat rajoitettuja.
1 n=1

Sarja suppenee Lauseen [2.2.3 nojalla.

o0
Oletetaan sitten, ettd sarja > a, suppenee. Koska funktio F': [1, co[— [0, 0o,
n=1

C
on kasvava (f on ei-negatiivinen), niin dérellinen raja-arvo lim / f(z) dz on olemassa,
C— 00

jos ja vain jos F' on ylhadlta rajoitettu.
Olkoot ¢ > 1 ja N € N siten, ettd N > c¢. Télloin funktion f vdhenevyytta kayttaen
saadaan

n=1
N-1 .n41 N-1 00
< fn)de =3 a, <3 an
n=1"“" n=1 n=1

o0
Koska sarja > a, suppenee, niin funktio F' on ylhaélta rajoitettu. Siten epéoleellinen
n=1

integraali / f(z) dx suppenee. O
1
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Esimerkki 2.3.12. Naytetdan integraalitestin avulla, etta sarja

i 1
n=2 n logz (n)
suppenee.

RATKAISU. Olkoon f: [2, 00[— [0, 00,

Talloin f on vdaheneva funktio (Miksi?) ja
/Cf(x) d:t:/CIIO ~2(x) dx:/Cd (— (lo x)_l) dx
z 08 dz &
2 2 2
S D
~ log(2) log(c)  log(2)’

Niinpa epaoleellinen integraali / f(z) dx suppenee ja siten sarja § wlog?(n) Suppenee.
n=2
2
Integraalitestin todistus antaa myos tavan arvioida sarjan summaa:
Ylhaalta pain
1 < 71
—— = < ———~+ / ———dx
;:2 nlog Z n/l nlog?(n ~ 2log*(2) ;::3 I xlog?(z)
1 +7° L Lo
= — aQr = s
21og?(2) zlog? () 21og?(2)  log(2)
ja alhaalta pain
n+1 n+1
s 1 > 1 > 1
= dz > / dx
Ze 5 | e 2% | e
T 1
= dr =
zlog? () log(2)
Néin ollen sarjan summalle pétee
1 > 1 1 1
<2 :
log(2) = /=, nlog®(n) ~ log(2) 2log(2)

Ongelma 2.3.13. Osoita integraalitestin avulla, etta yliharmoninen sarja Z

n*l

nee. Naytd myos, etta

5 suppe-



Harjoitustehtavia

1. Olkoon n € N ja r € R, r # 1. Osoita, ettd yhtdsuuruus
1 — 7,n—i-l

T+r4r+r+ =
1—r

patee kaikille n € N.

2. Olkoon ¢ > 0. Osoita, etté

CTL

lim — = 0.
n—oo n

3. Esita seuraavat desimaalimuodossa annetut rationaaliluvut geometristen sarjojen a-
vulla:

(a) 0.75454 ...
(b) 0.999. ...

Esitd luvut myo6s rationaalilukuina.

4. Todista Lause [2.1.10] (Kéayta lukujonojen raja-arvojen tunnettuja ominaisuuksia).

[e.e]
5. Sarja ). a; on aritmeettinen, jos kahden perakkaisen termin erotus on vakio, ts. jos
j=1
on d € Rsiten, ettd aj;1 —a; = d kaikilla j € N. Laske perustellen aritmeettisen sarjan
osasumma S, ja ndyté, ettd aritmeettinen sarja suppenee, jos ja vain jos a; = 0 = d.

(oo}

6. Sarja ). a; on geometrinen, jos kahden perdakkéisen termin suhde on vakio, ts. jos
j=1

on r € R siten, ettd a;;; = a;r kaikilla j € N. Laske perustellen geometrisen sarjan

osasumma S, ja tutki geometrisen sarjan suppenemista.

o0 [e.°] o0 [e.°]
7. Oletetaan, etta sarjat Y. a;, Y. b; suppenevat ja sarjat Y. c;, Y. d; hajaantuvat. Mitd
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
voit sanoa sarjojen

> (aj+4b;), Y (2a;+¢;) ja > (¢;+dj)
j=1 j=1 j=1
suppenemisesta? Perustele!
8. Osoita, etta suppenevalle sarjalle Y a; pétee
j=1
Hm, 2 a5 =0
j=n
9. Osoita, etta kaikille n € N pétee
Ly |
log(n+1) < Z— 1+ logn,
j=1J

ja osoita tamén avulla, etta harmoninen sarja hajaantuu.

(Muista logaritmin méaéritelmé, log(z) = [ 1 dz, = > 0.)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Laske summat

Suppeneeko sarja? Laske summa.

(a) 3 log &=

=1

.
ol
N———

(b) ioj log (1 - =%
j=2

Osoita, etté sarja

hE
| =

e
Il
—

suppenee ja arvioi sen summaa.

Suppenevatko seuraavat sarjat?

<>§;f

Suppenevatko seuraavat sarjat?

@57
o kF

b =

Suppeneeko sarja?

@) 3 ——
n=1,/n(n?+ 10)
< sin(n + 3n?)
<b) nZ::I ns

Suppeneeko sarja?

(a) < n?46n+11
=5 (n+ 1)(n — 4

(b)

® 1
nz::1 n + log(n)
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Suppeneeko sarja?

S 1
(a) > sin:
n=1

o0 1
b
Osoita, ettéd sarja
i log k
o K

suppenee

Olkoon (a;);en reaalilukujono ja mééritellain

a, 1<x<?2
az, 2<x<3

an, N<zxr<n+1

Néyta mééritelmien perusteella, ettd sarja Y a; suppenee jos ja vain jos epaoleellinen
j=1

integraali | f(z)dx suppenee.
1

Olkoon a € R. Tutki integraalitestin avulla, milld luvun « arvoilla sarja
> 1
n=10 "

suppenee.

Olkoon « € R. Tutki integraalitestin avulla, milld luvun « arvoilla sarja

i 1

n=i0 " 1og(n)(log(log(n)))*

suppenee.

Osoita integraalitestin avulla, etta sarja
00 3

n

n
n=1 €

suppenee. Arvioi summaa ylhéaltéd ja alhaalta kayttden sopivan funktion epéoleellista
integraalia apuna. Arvioi sarjan summaa niin, etti virhe on korkeintaan 10~
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Olkoon a € R. Tutki, milld luvun « arvoilla sarja

>, log®(n)

suppenee.

o0

Oletetaan, ettd > a, on suppeneva positiiviterminen sarja. Osoita, ettd lukujen a,,
n=1

joukossa on suurin.

Tutkitaan lukusarjan

9]
Z n+1

n*l
suppenemista. Havaitaan, etta
(=1)" 1 _
W——l < ﬁ kalklllaTZGN

o
ja koska yliharmonisena sarjana Y. - suppenee, niin Majoranttiperiaatteen nojalla
n=1"
sarja
o0
Z n+1
n*l

suppenee. Vai suppeneeko?
o0
Jos 21 a, on suppeneva positiiviterminen sarja, niin suppeneeko vai hajaantuuko sarja
n=
>0 1
2o

Osoita Lauseen kohta (b): Jos on olemassa luvut ¢; > 0, joille
a; > c¢; >0 kaikilla j € N

o0 o0
ja sarja Zl c¢; hajaantuu, niin myo6s sarja ‘21 a; hajaantuu.
j= j=

(a) Olkoot a; > 0 ja b; > 0, j € N. Osoita, etté jos

a/.
lim - = 0o
j—oo b,

o o0
ja jos sarja . b; hajaantuu, niin myo6s sarja _ a; hajaantuu.
j=1 j=1

[ee) [ee]
(b) Keksi esimerkki suppenevasta sarjasta Y b; ja hajaantuvasta sarjasta Y a; siten,
j=1 j=1
ettd a; > 0 ja b; > 0 kaikilla j € N seka

lim % .

)= 05
Osoita, ettd vuorottelevan harmonisen sarjan parilliset osasummat (Sagx)reny muodos-
tavat ylhaalta rajoitetun kasvavan jonon ja parittomat osasummat (Sog_1)keny Muo-
dostavat alhaalta rajoitetun vahenevan jonon. Osoita, edelleen naiden avulla, etta
vuorotteleva harmoninen sarja suppenee.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

o0
Olkoot a; € R, j € N sellaisia, ettd sarja . a; suppenee itseisesti. Maaritellaén
j=1

a;r = max{a;,0} ja a; = —min{a;,0}. Osoita, etté sarjat
o0 oo
dYoaf ja Y aj
s j=1

[e.°]
suppenevat. Nayta myos, ettd naistd seuraa sarjan ). a; suppeneminen.
j=1

[e.°]
Oletetaan, ettéd sarja ) a; suppenee ehdollisesti. Mita voi talléin sanoa sarjojen
j=1

o0

Safja Yo
=1

=1 j=

suppenemisesta? (Namé médritelty Tehtévissé [30})

o0
Olkoot a; > 0, j7 € N. Oletetaan lisaksi, ettd sarja > a; suppenee. Osoita, etta sarja
j=1

o0
> a3 suppenee. Piteeko kaénteinen?
J=1

7j=1
etta sarja

o
Olkoon Y a; itseisesti suppeneva sarja ja olkoon (b;);en rajoitettu lukujono. Osoita,

o0
> ajb;
=1

suppenee itseisesti.

e8]
Jos sarja ) a; hajaantuu ja jono (b;),en on rajoitettu, niin hajaantuuko sarja
j=1

o0
> ajb;?
j=1

o0 o0
Oletetaan, ettd a; > 0, b; > 0 ja ettd sarjat »_ a; ja ). b; suppenevat.
=1 =1
(o)
Suppeneeko Y- a; b;?
i=1

Néytd, ettd on olemassa jono (k;), missa k; € {0, 1,2}, siten, etta
gk

4 =¥

Mita desimaaliluku 0, k1 koks . . . tarkoittaa tassa tapauksessa? Maéraa luvut ;.

(Jaa vili [0, 1] kolmeen osaan ja tutki, mille ndistéd § kuuluu, jaa saatu vili kolmeen
osaan jne.)
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37. Osoita, etta
1 1 1 1
— — > — kaikillen e N

3n—2+3n—1 3n 3n

ja paattele taman avulla, etta sarja

2 3 4 5 6

hajaantuu.
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Viikko 3

Lukusarjat: suppeneminen (osa 2),
summausjarjestys ja sarjojen tulo

3.1 Suppenemistesteja: muita yleisia testeja

Edellisessa luvussa tutkittiin lukusarjojen perusominaisuuksia, tarkasteltiin esimerkke-
ja suppenevista ja hajaantuvista sarjoista seka todistettiin joitakin suppenemistesteja
(O-testi, Majorantti- ja Minoranttiperiaatteet, osamaaratesti ja integraalitesti). Néiden
avulla ei kuitenkaan aina voida tehdéd paatelmia sarjan suppenemisesta, ja siksi tassa
luvussa esitellaankin lisda suppenemistestejé.

Sarjan perdakkaisten termien suhteen avulla voidaan tutkia, milla vauhdilla jonon (a,)
jasenet ldhestyvat nollaa. Jos a, — 0 riittdvan nopeasti, sarja > a,, suppenee.

Lause 3.1.1. (Suhdetesti) Olkoot a; € R, a; # 0 kaikilla j € N.

(a) Jos on olemassa p < 1 ja N € N, joille

Ja5eil ) aibitia j > N,

o0
niin sarja Y a; suppenee (itseisesti).
Jj=1

(b) Jos on olemassa N € N siten, ettd

%l Sy kit j > N

o0
nin sarja Y a; hajaantuu.
=1

TODISTUS.

(a) Oletuksesta seuraa, etté

laj| < plaj_1| < pPlaj_s| < < PP Nay] kaikille 5 > N.

44



Niinpéa sarjaa
[e.e]
> lay|
j=N

majoroi suppeneva geometrinen sarja

§:|GNHﬂ_N'::§:|aNUﬂ7
j=N =0

[ee]
joten Majoranttiperiaatteen (Lause [2.3.2]) nojalla sarja Y |a;| suppenee (ja siksi
j=N

o0 o
myos sarja Y. |a;| suppenee). Néin ollen sarja Y. a; suppenee (itseisesti).
j=1 j=1

(b) Oletuksen nojalla kaikille j > N pétee
|a;| = |aj1] > |aj| = -+ = an| >0,

joten sarjan termi a; ei lahesty nollaa, kun j kasvaa rajatta. Niinpa O-testin nojalla

oo
sarja . a; hajaantuu.
i=1

o0
Ongelma 3.1.2. Tiedetdédn, ettd harmoninen sarja 3° % hajaantuu. Miksi tdma ei ole

J=1
ristiriidassa Lauseen kohdan (a) kanssa?

Ongelman johdattelemana paastadn Suhdetestin raja-arvoversioon.
Lause 3.1.3 (Suhdetestin raja-arvoversio). Olkoot a; € R, a; # 0 kaikille j € N.

(a) Jos
lim |aj+1]
im0 |ayl

<1,

o
niin sarja Y a; suppenee (itseisesti).
i=1

(b) Jos

[e.°]
niin sarja Y, a; hajoantuu.

7j=1



Esimerkki 3.1.5. (a) Sarja

n!
= n!
suppenee suhdetestin nojalla, koska kaikille kokonaisluvuille n > 1

1

[CEsy]I 1 <1
= - <1.
% n+17 2
(b) Sarja
oon2
— n!

suppenee suhdetestin raja-arvoversion nojalla, koska

(n+1)? 2
1 1
(n+21)! = (n + > —-0<1,
% n n-+1

Ongelma 3.1.6. Tutki sarjan

2
2ty

J=1

suppenemista Suhdetestin avulla.

Ongelma 3.1.7. Anna esimerkit jonoista (a;);en ja (bj)jen, a; # 0 # b; kaikilla j € N,
joille

lim |1 1= ’bj+1|7

i=oe ajl i=oe |bj]

o (o)
sarja . a; suppenee ja sarja Y b; hajaantuu.
j=1 j=1

Jos perdkkiisten termien (itseisarvojen) osaméérian raja-arvoa ei ole olemassa, on
turvauduttava tavalliseen suhdetestiin tai muihin testeihin:

Esimerkki 3.1.8. Madritelldén jono (a;)32, siten, ettd

3%, kun j = 2k,
a; =
! 3’6%7 kun j =2k + 1.

Talloin kaikille k on

Aoky1 2 3j _ 2 ia askso 1 3FH! 1
Ao 3k+1 1 3 aok1-1 3k+1 2 2
ja siten raja-arvoa
. Aj4+1
hm | 7+ |
iz |aj|
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ei ole olemassa. Suhdetestin raja-arvoversio ei siis anna mitdan tietoa suppenemisesta,

mutta Lauseen |3.1.1| perusteella sarja ) a; suppenee, silla kaikille 7 € N on
j=1

Seuraavaa juuritestia on usein hieman vaikeampi kayttaéd kuin edellisia testejd, mutta
se on kuitenkin monissa tapauksissa erittain hyodyllinen.

Lause 3.1.9. (Juuritesti) Olkoot a,, € R, n € N.

(a) Jos on olemassa luvut p < 1 ja N € N, joille
Jlan| < p  kaikillan > N,

niin sarja Y. a, suppenee (itseisesti).
n=1
(b) Jos on olemassa N € N siten, ettd
0an| > 1 kaikillan > N,

[e.e]
nin sarja Y, a, hajoantuu.

n=1

Erityisesti, jos on olemassa raja-arvo

lim +/|a,| =L € RU{oco},

n—oo

niin sarja Y. a, suppenee (itseisesti), jos L < 1, ja sarja Y a, hajeantuu, jos L > 1.
n=1

n=1
TODISTUS.
(a) Oletusten perusteella |a,| < p™ kaikilla n > N, joten sarjalla > |a,| on majorantti-
n=N

o0
na suppeneva geometrinen sarja Y. p". Niinpd Majoranttiperiaatteen (Lause [2.3.2
n=N

(o] (o]
nojalla sarja Y |a,| suppenee, joten sarja Y a, suppenee (itseisesti).
n=N n=1

(b) Oletuksista saadaan, etta |a,| > 1™ = 1 kaikilla n > N. Niinpa termit a,, eivét lahesty
[e.e]
nollaa, kun n kasvaa rajatta, eikd sarja Y. a, ndin ollen voi supeta O-testin (Lause

n=1
2.2.5)) nojalla.

Raja-arvoversioiden todistus on jatetty Ongelmaksi [3.1.10} O



Esimerkki 3.1.11. (a) Sarja

n=1
suppenee Lauseen nojalla, koska
o 1 1
Jim on =5 lim Yn=g-1=5<1.

Maaritellaan kaikille n € N

% ; Jos n on pariton,
1\"/2 . .
(g) , jos m on parillinen.
Talloin siis

S b (7 () () ()
a,n:* — — — — e
n:l 2 73 \2 3 2 3

Kokeillaan ensin suhdetesteja. Koska

agp1 1 <3>k
=—(=) —
a2 \2 >

ja

2 k
G2k :() — 0,

2k—1 3

kun k£ — oo, perakkaisten termien osamaéarilla ei ole raja-arvoa. Liséksi joka toinen
osamaarda on suurempi kuin 1 ja joka toinen pienempi kuin 1, joten Suhdetestin
mikédan versio ei anna tietoa sarjan suppenemisesta.

Juuritestin avulla sarjan kuitenkin ndhdaan suppenevan: Kaikille n on

W§;<1

eli juuritestin nojalla sarja
o
> an
n=1

suppenee.

Esimerkki 3.1.12. Kuinka monta (ensimmaéistd) termid riittdd ottaa huomioon, jotta
saadaan sarjan

> n

n
n=2 €

summalle arvio, joka on alle tuhannesosan péadssa sarjan summasta?
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RATKAISU. Suhdetestin ja tiedon

. Ap41 . n -+ 1 1
lim —* = lim =-<1
n—o0 an n—o0 ne e

nojalla ndhdéan, ettd kyseinen sarja suppenee. Koska kaikille m € N patee

riittad loytaa positiivinen kokonaisluku m siten, ettéa
SILAPSTE
0<Zg_o.

n=m

Arvioidaan tétd summaa ylospéin integraalitestin avulla. Huomataan (esimerkiksi deri-
vaattaa tutkimalla), ettd funktio

x
f: [1700[_> [0700[7 f(x) = 67’
on vaheneva, ja siksi
o Z / n dz < =z dx
n=m " n=m en er
n—1 m—1

kun m > 2. Osittaisintegrointi antaa

[ r —1 r 1 c—00

m—1 m—1 m—1

Kokeilemalla huomaamme, etté
11 1

_ < [N

el 1000
ja nain ollen luvuksi m voidaan valita m = 11. Riittaa siis ottaa huomioon 9 ensimmaéista
termid summasta.

Kirjallisuudesta 1oytyy edella esiteltyjen suppenemistestien lisdksi muitakin testeja.
Tassa eras niista:

Lause 3.1.13. (2™-testi) Olkoon (a,)nen vihenevd jono ei-negatiivisia lukuja (ts. a; >
4y >+ > 0), joille

lim a, =0.
n—oo

Tdlloin sarja > a, suppenee, jos ja vain jos sarja Y. 2™asm Suppenee.
0

n=1 m=

TobisTtus. Lauseen todistus perustuu samanlaiseen argumenttiin kuin yliharmonisen
sarjan suppenemisen nayttaminen.

(o]
“«<": Oletetaan, ettd sarja > 2™agm suppenee. Olkoon N € N ja valitaan se koko-
m=0

naisluku M, jolle
2T < N < 2™,
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Talloin, koska jono (a,) on vihenevéa, niin

N 2M_1

Zan < Z an = a1 + (ag +as) + (as + as + ag + az) + - - + (agu—1 + - -+ + agw_4)

n=1 n=1
M-—1 o)

< 2% + 2Yas + 2%a4 + - + 2M_1(12M—1 = Z 2" agm < Z 2Magm = S < o0,
m=0 m=0
N o)
joten osasummien > a, jono on rajoitettu ja siten sarja >. a, suppenee.

n=1 n=1
“=": Oletetaan, ettd sarja Y. a, suppenee. Olkoon M € N. Tallin jonon (a,) vihe-
n=1

nevyydesté seuraa, etta

1 M M
5 Z 2ma2m = Z 2m71a2m
m=1 m=1

= ay + 2a4 + 2%ag + - + 2" apu
< (a1 + az) + (ag + aq) + (a5 + ag + a7 + as) + . ..
+ (angl_H + aorm-149 + -+ U,QM)

oM [e's)
:ZanSZan:S<oo.
n=1 n=1

M 00
Osasummien ). 2™asm jono on siis rajoitettu luvulla 25 ja siksi sarja > 2™asm suppe-
m=1 m=0
nee. a

Esimerkki 3.1.14. Tarkastellaan jédlleen p-harmonista sarjaa

>0 1
Z—p, missa p > 0.
n:ln

Kéytetdan 2"-testia (Lause|3.1.13) valinnalla a,, = n~P:
Jono (a,) on vdheneva ja a,, — 0, kun n — oo. Lisiksi

o0 2m

i m B B ad 1 \m
Zrae=3 o= 2 (5a)

m=0 m=0

tdmé on geometrinen sarja, joka suppenee, jos ja vain jos zp%l < 1 eli p > 1. Lauseen

3.1.13| nojalla (kuten jo aiemminkin huomattiin) yliharmoninen sarja
> 1
Z —, p>1, suppenee
n=1 ne

ja aliharmoninen (ja harmoninen) sarja

> 1
E — 0<p<1, hajaantuu.
n=1 n

Ongelma 3.1.15. Tutki seka 2™-testin ettad integraalitestin avulla sarjan

> 1
nZ::inogn

suppenemista.
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3.2 Sarjan ehdollinen suppeneminen ja sarjan sum-
mausjarjestyksesta

Edella esitellyilla testeilla voi tutkia vain positiivitermisten sarjojen suppenemista tai sar-
jojen itseista suppenemista. Vuorotteleville sarjoille on olemassa omia suppenemistesteja.

Lause 3.2.1 (Leibnitzin testi). Olkoon (a;);en vihenevd jono ei-negatiivisia reaalilukuja
(ts. a1 > ay > --->a; > --->0), joille

Jim 4, =0
Tdlloin vuorotteleva sarja
> (=1)"
j=1

suppenee ja sen summalle pdtee
Son <) (=1)*a; < Spny
j=1

kaikilla n € N, missd Sy on sarjan k. osasumma.

TobisTus. Koska jono (a;)jen on vihenevé,

2n+1

Son+1 = Z (1) a; = Sao1 — azn + azns1 < San-1.
j=1

Néin ollen parittomien osasummien jono (Ss,_1)neny on vihenevi. Vastaavasti ndhdaén,
ettd parillisten osasummien jono (Ss,)nen on kasvava:

2n+2

i+1
Soniz = > (1) a; = Sop + asni1 — Aonsa > Sy -
=1

Naéin ollen
S1 > Sop—1 = Sop + agy, > Soy > s,

joten molemmat jonot (Sg,_1)nen ja (Son)nen Ovat myos rajoitettuja. Niinpéd niilld on
raja-arvot, ~

lim SZn—l =S ja lim Sgn =5.

n—oo n—oo

Néytetaan lopuksi, ettd S = S. Oletusta lim a; = 0 kayttaen saadaan, etta
j—o0

§—5= lim Sy, y — lim Sy, = lim (Syn-1 — Son) = lim agy = 0.

0 .

Tasté seuraa, ettd sarja Y (—1)7Ta; suppenee ja sen summa on S. Lisiksi jonon (Sap )nen
i=1

kasvavuudesta ja jonon (Sa,_1)nen vahenevyydesta seuraa, etta

Son, <5 < Sop1.



Esimerkki 3.2.2 (Vuorotteleva harmoninen sarja). Sarjaa

o

Z(_l)jﬂl

j=1 J
sanotaan vuorottelevaksi harmoniseksi sarjaksi. Se suppenee Leibnitzin testin pe-
rusteella, silla (%) jen on vaheneva jono ei-negatiivisia reaalilukuja ja % 7200,

Asrellisessd, summassa voi summausjirjestystd vaihtaa eikd summa siitd miksikéadan
muutu. Mitd tdmé sitten tarkoittaa sarjoilla? Voidaanko sarjassa vaihtaa summatta-
vien termien jarjestysté ja milld tavalla vaihto vaikuttaa suppenemiseen /hajaantumiseen?
Maaritellaédn ensin, mita tarkoitetaan summausjarjestyksen vaihdolla.

Maaritelma 3.2.4. Sarja Z b, on saatu sarjasta Z a, summausjirjestysta vaihta-
n=1 n=1

malla, jos on olemassa bijektio j7: N — N, jolle
bjn) = a,  kaikilla n.

Sarjojen summattavat termit ovat siis samat, mutta ne ovat eri jérjestyksesséd. Tutki-
taan seuraavaksi varoittavaa esimerkkié summausjarjestyksen vaihtamisesta.

Esimerkki 3.2.5. Tarkastellaan vuorottelevaa harmonista sarjaa

> 1 1 1 1 1 1

D1yt =1— - — oo — o

= J 2 3 4 5 6

jonka tiedetddn suppenevan; olkoon sarjan summa S. Oletetaan hetkeksi, ettd termien
jarjestyksen muuttaminen ei muuta sarjan suppenemista tai sen summaa. Jéarjestetdan
sarjan termit uudelleen niin, ettd positiivisen termin jélkeen tulee aina kaksi negatiivista

termid (positiivisten ja negatiivisten termien keskindista jarjestysta muuttamatta):
11 1 1 1

—l——4-_ 4 _=
o 53 175 6"

1
(1 1) 1+(1 1) 1+(1 1) 1+
a 2 4 3 6 8 5 10 12

1

2

1

2



Néin ollen olisi S = %S , josta saataisiin S = (. Kuitenkin lauseen mukaan S >
Sy = % Niinpé oletus, ettd termien jarjestyksen muuttaminen ei muuta sarjan summaa,
ei pida paikkaansa.

Itseisesti suppenevalle sarjalle termien summausjérjestyksella ei ole merkitysta.

Lause 3.2.6. Oletetaan, ettd jonon (b;)jen madridmd sarja on saatu jonon (a;);eny mdd-
raamastda sarjasta summausjarjestystd vathtamalla. Jos

oo oo
sarja Zaj suppenee itseisesti, nin sarja ij suppenee itseisesti
j=1 Jj=1
ja
o0 o0
> a; =2 b
j=1 j=1
. x . . . . .
TobisTus. Olkoot (S, )nen sarjan '21 a; osasummien jono ja S jonon raja-arvo. Olkoon
J:

o0
(T7)nen uudelleen jarjestetyn sarjan Y. b; osasummien jono. Olkoon € > 0. Koska jonon
j=1
a;);eny MAadrdama sarja suppenee itseisesti, voidaan valita M > 0, jolle
)i J J

o

€
Z ’aj| < 5’
J=M+1
jolloin myos
1S, — S| < % kaikilla n > M.

Valitaan N niin suureksi, etta kaikki M ensimmaista a;-termia ovat N ensimmaisen b;-
termin joukossa, ts.

{CLl,CLQ,...,(IM} C {bl,bg,...7b]\/}.
Talloin kaikilla n > N

n M oo c
To=Sul = X0 =X a| < 2 sl < 5
Jj=1 J=1 J=M+1

(%)

silla kohdassa (*) on summa joistakin luvuista a;, joille j > M. Niinpa

ITn—SIslTn—SM\+\sM—S|<g+§:5'

Ehdollisesti suppenevat sarjat sen sijaan eivat tule hyvin toimeen summausjérjestyk-
sen vaihtamisen kanssa.
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Lause 3.2.7 (Riemannin uudelleenjarjestyslause). Oletetaan, ettd § a, suppenee ehdol-
n=1

lisesti.
(a) Jokaiselle S € R voidaan sarjasta Y. a, summausjarjestysta vaihtamalla muodostaa
n=1

sarja Y. b,, joka suppenee kohti lukua S.
n=1

(b) Sarjasta Y a, saadaan summausjarjestysta vaihtamalla sarja Y. by, joka hajaantuu.
n=1 n=1

TobIsTUS.

(a) Kiinnitetdin S € R. Olkoot af,aj,... jonon (a,),en ei-negatiiviset termit alkupe-
riisessa jarjestyksessédédn ja ay,ay,... jonon (a,),ey negatiivisten termien osajono.
Sarjat

oo o0
> af ja a,
n=1 n=1

o0
hajaantuvat: jos ne molemmat suppenisivat, sarja > a, suppenisi itseisesti. Jos taas
n=1

[e.e]
toinen edelld mainituista sarjoista suppenisi ja toinen hajaantuisi, niin sarjan 3 a,
n=1

osasummien jono kasvaisi tai vahenisi rajatta.

Koska alkuperéinen sarja suppenee, sen termien raja-arvo on nolla; siten

lim af =0 ja lim a, =0.
n—o0 n—oo

Naiden alkuvalmistelujen jalkeen voidaan jarjestda sarjan termit uudelleen: Valitaan
ensin ei-negatiiviset termit ai’, aJ, ... ’a;p missd k; on ensimmaéinen indeksi, jolle

k1
Y at > 8S.
n=1

Téllainen k; 10ytyy, koska ei-negatiivisten termien sarja hajaantuu. Nyt siis b, = a.f,
kunn=1,... k.

Sitten summataan negatiivisia termeji a; ,a,,...,a; missd [; on ensimmaéinen in-
deksi, jolle

k1 I
D+ a, <S.
n=1 n=1

Siis bgyyn =@, , kunn=1,... 1.

Jatketaan summaamalla ei-negatiivisia termeja, kunnes padstaan kokonaissummassa

ki A k2
taas yli luvun S (siis > af + > a, + > af > 5); sitten negatiivisia, kunnes
n=1 n=1 n=k1+1

k1 A ko lo

padstaan luvun S alapuolelle (> af + > a, + > af + > a, < S) ja niin
n=1 n=1 n=k1+1 n=l1+1

edelleen.

Ei-negatiivisia termeja summattaessa ((m + 1). kertaa) uudelleen jarjestetyn sarjam-

o0
me Y b, osasummien Sy, arvo on lukujen S +a; ja S+ a;mﬂ vélissa eli
n=1

Sta, <Su<S+al . kntln <M <kpp+ln
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Negatiivisia termejd summattaessa (m. kertaa) uudelleen jarjestetyn sarjamme osa-
summien Sy arvo on lukujen S +a; ja S+ agm valissa eli

S+a; <Sy<S+af, ko + L1 < M <k + L.

Koska

limaf =0 ja lima. =0
n—oo " J n—oo 't ’

osasummien etéisyys luvusta S menee mielivaltaisen pieneksi, kunhan konstruktiossa
vain mennaén riittavan pitkalle. Tasta seuraa, ettd uudelleen jarjestetty sarja suppe-
nee lukuun S.

(b) Harjoitustehtéava

Esimerkki 3.2.8. Vuorotteleva harmoninen sarja
> 1

—1)*tiz

(1

n=1

suppenee ehdollisesti.
Lisaksi huomataan, etta sen parillisten termien muodostama sarja

> ()
P
n=1 2n
hajaantuu harmonisena sarjana. Samoin kay parittomien termien sarjalle

1

;Qn—f

silla l l
1 1
Z > Z — — 00,
2n—17 = 2n
kun | — oc.
Kuvassa [3.1] jarjestelldan termeja
1
. = _1 n+1 —
e

siten, etta sarja suppenee kohti lukua %
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Harmaa=pos. p-a

Punainen=neg. p-a

O

1
7

=

==
Wl

oo

?"E_EHEHE
— Harmaat summataan

Punaiset vahennetiaan

=N
=

N =
=

Kuva 3.1: Miten vuorottelevan harmonisen sarjan voi jarjestellda uudestaan siten, etta se

saadaan suppenemaan lukuun %

- 2
SUPPENEMISTARKASTELIJAN MUISTILISTA
nlgglo a, # 0 tai ei olemassa = ;::1 a, hajaantuu
>0 (ja <o0) = X a, suppenee < > b, suppenee
n=1 n=1
lim an =0 ja > b, suppenee = Y a, suppenee
n—00 bn n:olo no:ol
=00 ja > b, hajaantuu = Y. a, hajaantuu
n=1 n=1
<1 = > a, suppenee
li ’an+1’ nO:Ol .
D00 |ap] >1 = > a, hajaantuu
n n=1
=1 = ei johtopaatoksia
<l = § a, suppenee
n=1
Jim an] {>1 = n§1 a, hajaantuu
=1 = ei johtopaatoksia
Jos f:[1,00] = [0,00[ on vdheneva (ja jatkuva) funktio, niin
> f(n) suppenee < / f(z)dz suppenee
n=1 1
(@n)nen vihenevd, a, > 0 ja nh_{glo a, =0 = sarja Z(—l)”“an suppenee
n=1
N
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3.3 Lukusarjojen tulo

Lukusarjojen tulon kohdalla ensimmainen ongelma on tulon jarkeva méarittely. Tavoit-

teena olisi maaritelld tulo sarjana, jonka summa olisi kerrottavien sarjojen summien tulo.
7j=1

Ensimmaisend mieleen tuleva ajatus saattaisi olla maéaritella sarjojen Z a; ja Z b
7=1
[ee)

(5) (£0)- 5
Jj=1 Jj= Jj=1

tuloksi sarja Z cj, jossa c¢; = a;b;. Télloin kuitenkaan yhtalo

7j=1
ei yleenséa ole totta.

(2) by = (1), jolloin ¢; = azb; = (1)”. Nyt

o

)

=2

Esimerkki 3.3.1. Olkoot a;
1 ) s 1
%’ ']a ZCJ = 1 1 -
§=0

=2, ij:l_l_
3

joten
(z%> (Zb) 3o

Sarjojen Z a; ja Z b; muodollinen tulo

j=1
(Zaj) (Zb) (a1 +as+az+...) (b1 +ba+bs+...)
tarkoittaisin kaikkien muotoa a;b; olevien termien summaamista eli “kaksoissarjaa

Tamén kaksoissarjan termit voidaan jarjestaéd jonoksi monella eri tavalla, mutta jatkon

||M8

kannalta erds tietty tapa on erityisen tarkea

Maaritelma 3.3.2. Olkoot ioj an ja § b,, sarjoja. Merkitaan
n=1 n=1

j+i=n+1

n
Cp — Z ajbn_j+1 = Z CijZ‘ .
j=1

n=1

Sarjaa Y. ¢, sanotaan sarjojen > a, ja >. b, Cauchyn tuloksi
n=1

n=1
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Esimerkki 3.3.3. Olkoon jalleen a; = (%)j jab; = (%) Talloin

7=0
n 1_ 3 n+1
syt
7=0 2
B 3 2
T T o g
Néin ollen
icn:3i(§)”—2i(%)":3-2—2-%:3: (iaj) (i%)-
n=0 n=0 n=0 7=0 7=0

Lause 3.3.4. Olkoot Y a, ja > b, kaksi itseisesti suppenevaa sarjaa. Tdlldin niiden
n=1 n=1

Cauchyn tulo Y ¢, suppenee itseisesti ja

n=1

Se=(Be) (Sm)

o (e.)
Tobistus. Olkoot A, ja B, n. osasummat sarjoista > a, ja Y. b,. Tutkitaan ensin
n=1 n=1

teleskooppisarjaa
A By + Z (A;B; — A;_1Bj_4), (3.1)
=2

jolle

N
AiBi+Y (AjB; — Aj1Bj1) = AxBy = (a1 +as + ... +an)(bi + by + ... + by).

Jj=2

Erityisesti

AlBl + i (Aij — Aj—lBj—l) = (i an> (i bn) .

i=2

Nyt kaikille N € N patee (ks. Kuva

2

N
|AlBl‘ =+ Z |Aij — Aj—lBj—1| S Z (IJku

j=2 k=1

( |aj|) > )

< () (Em) -5

joten sarjan ([3.1]) itseisarvojen osasummien jono on ylhééltd rajoitettu. Néin ollen sarja
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Kuva 3.2: Sarjojen termien tulot

(3.1) suppenee itseisesti. Lauseen mukaan itseisesti suppeneville sarjoille termien
summausjarjestystéd voidaan vaihtaa eikéd suppeneminen ja sarjan summa tastd muutu.
Cauchyn tulo saadaan sarjasta (3.1)) summausjarjestysté vaihtamalla (Kuva[3.3]). Niinpéa

Sen= MBS (B~ 4B = (S a) (S0

j=2 n=1

ay ag Gg "

be
by
bs
by

Kuva 3.3: Cauchyn tulon summausjarjestys



[e.°]
Esimerkki 3.3.5. Geometrisesta sarjasta > x™ tiedetddn, ettd se suppenee itseisesti
n=0

kaikille x € |—1, 1], ja etté ndille x pétee

1

o9 0
Z " = Z l'k_l —
n=0 k=1 1

_:L"

o0
Taman sarjan Cauchyn tulo itsensd kanssa on > ¢, missa

k=1
k . .
Cp = Zx]q pk=i+D-1 _ Zxkfl — k1
=l A b =1

Lauseen [3.3.4| nojalla sarja > ¢, suppenee itseisesti kaikilla z € |—1, 1] ja
k=1

S = gwt = (50) (5 -

Ongelma 3.3.6. Muodosta yliharmonisen sarjan

>

"2
n=1 n

Cauchyn tulo itsensé kanssa. Suppeneeko néin saatu sarja?

Harjoitustehtavia

1. Tutki sarjan

J+1
JE

oo
>
j=1

suppenemista (a) Majorantti/Minorantti-, (b) osamééré- ja (c) suhdetestilla.

2. Suppeneeko sarja?

(a) %O:nac” (0 >0,0<c<1)

18
o

(b) (c=0)

n=1 1!

3. Suppeneeko sarja?

@ G
v 5 e

n=1 n"
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. Suppeneeko sarja?

3

(a) > (—1)1

n=1 2n
> 1
(b) n2::3 log"(n)

. Suppeneeko sarja?

o pl2m
(a) n=1 n"
e 1

n=3 (logn)len

(Vihje: Kayta integraalitestia, epdoleellisen integraalin suppenemisen selvittdmi-
seksi tee sijoitus z = e’. Totea saatu epaoleellinen integraali suppenevaksi vastaa-
van sarjan avulla.)

. Suppeneeko sarja?
o0 1

(a) n=1 n1+1/n

= (~1)!

(b) nz::?) 1++/n

. Suppeneeko sarja?

x 1-3-5---(2n—1)
@) & 06 m

o  2.4.6---2n
) X 1375 2n+1)

. Tutki sarjan

"l

nn

o
n=1
suppenemista, kun a > 0.

(Vihje: Kéy ensin lapi tapaukset a < e ja a > e ja mieti sitten, miten kéy, jos a = e.)

. Osoita, ettd vuorotteleva sarja

1 1+1 1+1 1+1
2 22 3 32 n  n?

hajaantuu. Miksi Leibnitzin testi ei toimi téssa vaikka li_>m a, =07
n—oo

(Vihje: Viikon 2 Harjoitustehtéva [31]).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Myohemmin osoitetaan, ettd vuorottelevan harmonisen sarjan summa on log 2. Kéayta
tata tietoa ja Lauseen todistusta hyvéksi ja anna luvulle log 2 arvio, jonka virhe
on pienempi kuin 1072

Suppeneeko sarja? Enta itseisesti?

(_1)n+1 1
logn

n
-1 n+1
(=1) n+2

&
M2 T8

5

3
Il
—

Suppeneeko sarja? Enté itseisesti?

g 2 cos(nm)
@ £
() 55 (D

Milld luvun z € R arvoilla seuraavat sarjat suppenevat?

Suppeneeko sarja? Enté itseisesti?

(a) 3 (-1t

n=0 2m
00 4

(b) $2 (-2
n=0 n!

Olkoon (a,) vdhenevd jono ja a, > 0 kaikille n € N. Nayta, ettd jos sarja > a,
n=1

suppenee, niin lim na,, = 0. Pateeko kaanteinen?
n—oo

(a) Tutkitaan harmonisen sarjan

suppenemista. Koska harmonisessa sarjassa (a,)nen = (%)neN on viheneva jono

ja
: .1
lim a, = lim — =0,
n—oo n—oo n
niin Leibnitzin testin nojalla harmoninen sarja suppenee. Noinkohan? Missd mét-

taa’?
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17.

18.

19.

20.

21.

o0 o0

(b) Saadaanko sarjasta Y. a;b; aina suppeneva, jos sarja Y. a; suppenee ehdollisesti

j=1 j=1
ja jono (b;),en on rajoitettu?

Todista seuraava suppenemistesti: Olkoot a, > 0 kaikille n € N. Osoita, etta jos

hmI%MJ

M fog(i/m) 7T

[o.¢]
niin sarja > a, suppenee. (Tamén testin todisti alunperin Augustin Louis Cauchy
n=1

yhdessd monien muiden suppenemistestien kanssa.)

Tutki tehtavin suppenemistestin avulla sarjan

= log(n)

«
n=1 n

suppenemista, kun o > 1.

Osoita, etta juuritesti toimii aina, kun suhdetestikin toimii. Toisin sanoen, jos sarjalle
o0

> an, a, # 0 kaikille n € N, on olemassa luvut 0 < p; < 1 ja N; € N siten, ettéd

n=1

il o aikille n > N,

|an
niin osoita, ettd on olemassa luvut 0 < ps < 1 ja Ny € N siten, etta
M < ps kaikille n > Nj.
Olkoon (ay,)neny vahenevé jono ei-negatiivisia reaalilukuja, joille
35, n =0

ja (bp)nen jono reaalilukuja siten, ettd sen madrddmén sarjan osasummien jono on
rajoitettu. Osoita, ettd sarja

(e.)
Z anby,
n=1

suppenee.

Olkoot a,, > 0 kaikille n € N ja p > 1. Osoita, etté

o0
(Vihje: Huomaa, ettd voi olettaa sarjan Y a, summan olevan 1. Miksi?)
n=1
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

Osoita, etté sarja

i(_l)n—&-l#
oy 1+ logn

suppenee ehdollisesti ja selitd, miten saat jarjesteltyd sarjan termit uudelleen siten,
ettd uudelleen jarjestelty sarja suppenee lukuun —7.

Muodosta sarjojen

[e’] 1 ) [e%] (_1)n+1
— ja —
Cauchyn tulo. Suppeneeko niin saatu sarja?
Suppeneeko sarja
o] (_1)n+1?

Muodosta tdmén sarjan Cauchyn tulo itsenséd kanssa. Suppeneeko néin saatu sarja?
Olkoot p, ¢ € |—1, 1[. Muodosta geometristen sarjojen

o [e.e]

Yot oja Yo"

n=0 n=0

Cauchyn tulo. Suppeneeko néiin saatu sarja? Onko saatu sarja geometrinen?

oo o0
Oletetaan, ettd Y. a, suppenee ehdollisesti. Miten saat jarjesteltya sarjan ) a, ter-
n=1 n=1

mit uudelleen siten, ettd uudelleen jarjestelty sarja > b, hajaantuu?

n=1
[ee)
Oletetaan, ettd > a, suppenee ehdollisesti. Olkoot ai, aj , ... jonon (a,),ey ei-negatiiviset
n=1
termit ja a;, as, ... jonon (a,)nen negatiiviset termit alkuperdisessa jarjestyksesséén.
Osoita, etté sarjat
o0 oo
Y ab  ja a,
n=1 n=1

hajaantuvat.
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Viikko 4

Funktiojonot ja niiden
suppeneminen

4.1 Funktiojonojen pisteittainen suppeneminen

Reaalilukujonon suppenemisen ja raja-arvon kasitteet ovat tuttuja aiemmilta kursseilta.
Tuttu on myos tilanne, jossa jonon yleisen jasenen lauseke riippuu jostakin parametris-
ta, joka vaikuttaa jonon suppenemiseen ja raja-arvoon. Nain on esimerkiksi geometrisen
lukujonon a,, = ¢", n € N, kohdalla. Tassé luvussa aihetta tarkastellaan uudesta nako-
kulmasta, tulkitsemalla parametri muuttujaksi.

Esimerkki 4.1.1. Olkoon z € [0, 1]. Tutkitaan jonon (z"),cn suppenemista.

Jos x = 0, niin 2" = 0 kaikilla n € N. Jos taas = 1, niin 2" = 1 kaikilla n € N.
Molemmissa tapauksissa jono (z™),en on vakiojono, ja se suppenee.

Jos 0 < x < 1, niin my6s talloin jono suppenee, silla 2" — 0, kun n — oco. Tama
nahdéan seuraavasti: Olkoon 0 < ¢ < 1. Nyt

=0l =2" <e,
|

kun
n logx < loge,

eli kun n > N = %2 (> 0).

0.8
0.6
0.4

0.2

L " L
0.2 0.4 0.6 0.8 1

n

Kuva 4.1: Funktiojono f,(z) = ™.
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Néin ollen jono (z,).en suppenee kaikilla z € [0, 1] ja

lim z" =
n—oo

0, jos0 <z <1,
1, josx =1.

Huomaa, etta annettua e vastaava luku N riippuu tarkastelupisteesta x. Toisin sanoen
jarjestysluku (indeksi V), josta alkaen jonon loppuosa on annettua lukua ¢ > 0 lahempéané
raja-arvoa 0, riippuu luvun x arvosta.

Ongelma 4.1.2. Tutki jonon (2"),eny suppenemista, kun =z > 1. Entd mitd jonolle
(™) nen tapahtuu, kun z < 07

Esimerkin jonot voidaan kirjoittaa funktioiden avulla. Kun maéritellaéan kaikilla
n €N,
fn:]0,1] = R, folz) = 2",

niin saadaan jono funktioita (f,,)nen. Funktiojonosta ( f,)nen saadaan jokaisella = € [0, 1]
lukujono (f,,(z))nen-

Maaritelma 4.1.3. Jos A C R on joukko ja f,,: A — R, n € N, ovat funktioita, niin

(fn) = (fn)HEN = (fn)ZO:p

on funktiojono.

Sanotaan, ettd funktiojono (f,) suppenee (pisteittdin) joukossa A, jos lu-
kujonot (f,(x))nen suppenevat jokaisella x € A. Toisin sanoen, jokaisella z € A on
olemassa reaaliluku f(z), jolle

Huomautus 4.1.4. (a) Suppenevien lukujonojen (f,,(x)) raja-arvot f(z) madarittelevit
siis uuden funktion f: A — R. Sanotaankin, ettd funktiojono (f,,) suppenee (pis-
teittdin) kohti funktiota f ja tdtd merkitdén

(b) Maaritelmén mukaan funktiojono (f,) suppenee pisteittédin (joukossa A) kohti
funktiota f, jos jokaisella x € A ja jokaisella ¢ > 0 on olemassa luku N = N(z,¢) € N
siten, etta

|fu(z) — f(z)] <e kaikillan > N.
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Pisteittaisesséd suppenemisessa kussakin pisteessa © € A on jokaista lukua ¢ > 0
kohti siis luku NV, jota suuremmilla indekseilla jonon (f,) funktioiden arvot pisteessé
x poikkeavat rajafunktion f arvosta pisteessid x vihemmaéan kuin . Se, kuinka suuri
luvun N tulee olla, saa riippua pisteesta x.

(¢) Lukujonojen Cauchyn kriteeriosta saadaan funktiojonon suppenemiselle seuraava
ehto:

Funktiojono (f,,)nen suppenee pisteittain joukossa A (kohti jotakin funktiota f: A —
R), jos jokaisella z ja jokaisella ¢ > 0 on olemassa sellainen luku N = N(z,¢) € N
niin, etta

|fo(x) — fi(z)| < e  kaikilla n,m > N.

Esimerkki 4.1.5. Olkoon f,: R — R, n € N,

Fulz) = nT +1.

n

Osoita, ettd funktiojono (f,)nen suppenee kohti funktiota f: R — R, f(x) = 2 joukossa
R.

RATKAISU. Olkoon z € R ja € > 0. Talloin valitsemalla N € N siten, ettd N > %,

saadaan

nxd +1
n

1
:‘(x3+%)—x3‘:—<5 kunhan n > N.
n

|[fn(x) = f2)] =

Tama patee siis kaikille x € R, joten funktiojono (f,,)nen suppenee (pisteittdin) kohti
funktiota f
Huomaa, etta tassa luvun N valinta ei riippunut tarkastelupisteesta x.

Ongelma 4.1.6. Olkoon f,: [0,1] = R, n € N,

2%+ nx
fulo) = =4

Maarita perustellen funktio f: [0, 1] — R siten, etta
lim f,(z) = f(x) kaikille z € [0, 1].

n—o0

Esimerkissa [4.1.5 funktiot f,, ovat jatkuvia ja myos rajafunktio f on jatkuva, kun taas
Esimerkissa [4.1.1|rajafunktio f on epdjatkuva, vaikka funktiot f, ovatkin kaikki jatkuvia.
Jatkuvuus ei siis ainakaan automaattisesti periydy rajafunktiolle. Huomaa kuitenkin, etté
Esimerkissé [4.1.5] suppenemisvauhti ei riippunut pisteesta x, kun taas Esimerkisséa [4.1.]
suppenemisvauhti riippui pisteesté x.

Seuraavat esimerkit kertovat, ettd myoskaén derivoituvuus ja méaaréatty integraali eivat
periydy, ainakaan ilman lisaoletuksia.



Esimerkki 4.1.7. (a) (Derivoituva jono, epdjatkuva rajafunktio)

Olkoon f,: R — R, f,(z) = Hﬁ Tutkitaan funktiojonon (f,),en suppenemista.

RATKAISU. Jos z # 0, niin nz? kasvaa rajatta, kun n — oo. Néin ollen f,(z) =

oz — 0 kun n — oo kaikille z # 0. Jos taas z = 0, niin f,,(0) = 115 = 1 kaikilla n,

jasiksi lim fn(0) = 1. Niinpé derivoituvista funktioista koostuva funktiojono (f,,)nen
n—oo
suppenee pisteittiain kohti epajatkuvaa rajafunktiota

1, kunz =0,

fR=R, ﬂx)Z{o kun x # 0.

Kuva 4.2: Esimerkin funktiojonon funktiot fi, fa, f3, fio0 ja fioo-

Lukujonon (f,,(z)) suppenemisvauhti riippuu pisteestéd z: jos  # 0 ja 0 < & < 1, niin

1

= <&
1+ na?

o) = 1) = [55 -0

L

tasmalleen silloin, kun 1 + na? > % elin > gx; . Nain ollen mita lahempana nollaa
x on, sitd suuremmaksi n tulee valita, jotta |f,(z) — f(x)| < € toteutuisi. Lisaksi
lukua n ei voida valita niin, ettd kyseinen epéyhtélo olisi voimassa kaikilla x # 0
samanaikaisesti.

(b) (Kolmioesimerkki) Olkoon f,: [0,1] - R, n € N,

2n2, kun 0 <z < 5,
fa(z) ={2n — 20z, kun 5 <z <1
0, kun % <z <1

Néytetdédn, etta f, — 0 (rajafunktio on siis nollafunktio eli f(z) = 0 kaikilla x €
[0,1]).
RaTkAIsu. Koska f,(0) = 0 kaikilla n € N, niin lim f,,(0) = 0.
Olkoon sitten 0 < z < 1 ja olkoon £ > 0. Kun valitaan N € N, jolle N > %, niin
talloin 2 > + ja

|fn(x) — 0] =0 < e kaikillan > N.

Lukujonon (f,(x))s2, raja-arvo on siis 0 kaikilla « € [0, 1]. Nain ollen funktiojonon
(fn)nen rajafunktio on f: [0,1] — R, f(x) = 0.
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Lukua N ei kuitenkaan voida valita pisteestd x riippumattomaksi, silla kaikilla n
loytyy piste x,, = % siten, etté

1
| fnlzn) =0l = fi <2n> =n—o00, kunn — oc.

8-

0.0 O‘.Z ] 0‘.4 0‘.6 0‘.8 1‘,0
Huomaa, ettd esimerkkimme funktioille patee

/Olfn(t)dt:;;«éOZ/olf(t)dt.

(c¢) Olkoon f,: R - R, neN,
sin(mz) , josx € 2n,2n+1
o) = (mx) .[ ]
0, muulloin.
Néaytetadn, ettd f,, — 0, kun n — oo.

RATKAISU. Olkoon z € R ja e > 0. Jos 2n > z, niin f,(x) = 0. Siis valitsemalla
N € N siten, ettd N > 7, saadaan

|fu(x) =0 =0<e, kaikillan > N.

n kasvaa
ANANAT

Funktion f, arvo ei kuitenkaan ole ldhelld lukua 0 koko maérittelyjoukossa, oli n
kuinka suuri tahansa: jokaiselle n voidaan valita piste x,, = 2n + %, jolle

| fu(zn) — 0] = ‘fn (2n+%>’ = ‘sin(an—i—%)‘ =|sinf|=1>¢.

Téasta syysta lukua N ei voida valita pisteestd z riippumattomaksi (mikéli e < 1)

Huomaa liséksi, ettd tassidkin esimerkissé

/O:O folz)dx = /2n+1 sin(rz) de = 72r #0= /Oo f(z)dx.



4.2 Funktiojonon tasainen suppeneminen

Esimerkin funktiojonojen suppenemisvauhti riippui siis pisteesta x eivatka monet-
kaan funktiojonon funktioiden ominaisuudet periytyneet rajafunktiolle. Seuraavaksi méa-
ritellaén pisteittaistd suppenemista vahvempi suppenemisen késite, jossa vaaditaan, ettéa
suppenemisvauhdeille eri pisteissa voidaan l0ytaa yhteinen ylaraja.

Maaritelma 4.2.1. Olkoon A C R. Olkoon f,: A — R, n € N. Sanotaan, etté
funktiojono (f,,)nen Suppenee tasaisesti joukossa A kohti funktiota f: A — R,
jos kaikilla € > 0 on olemassa luku N = N, € N siten, ettéa

|fu(z) — f(x)] <e kaikillaz € A, kun n > N,.

Huomaa, etté tasaisessa suppenemisessa lukua € vastaava lu-
ku N, pitda voida valita pisteestd x riippumattomalla tavalla.
Tamaé tarkoittaa sita, etta funktiot f,, ovat indeksista NV, alkaen
koko maéarittelyjoukossa ldhella funktiota f, ns. e-putkessa.
Tasaisesti suppeneva funktiojono suppenee tietysti pisteit-
tain, mutta kdanteinen viite ei pade, kuten Esimerkissa
néahtiin. g

Ongelma 4.2.2. Osoita, ettd joukossa A tasaisesti suppeneva

funktiojono (fy,)nen, missd f,: A — R, n € N, suppenee myos pisteittiin joukossa A.
Néayta lisdksi, etta funktiojono (f)nen, fn: [0,1] = R, fu.(x) = z™, ei suppene tasai-

sesti joukossa [0, 1], vaikka se suppeneekin pisteittdin joukossa [0, 1].

Tasainen suppeneminen voidaan muotoilla funktioiden vélisen etédisyyden kasitteen
avulla.

Maaritelma 4.2.3. Olkoot f,g: A — R funktioita. Téall6in luku
If = glla=sup|f(z) — g(z)
€A

on funktioiden f ja g vélinen etdisyys.
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Lause 4.2.4. Olkoot f,, f: A — R funktioita. Tdlloin f, — f tasaisesti joukossa A, jos
ja vain jos
lim [ fn = fll4 =0

n—oo
Toisin sanoen, f, — f tasaisesti joukossa A, jos ja vain jos kaikilla € > 0 on olemassa
luku N. € N siten, ettd

sup | fn(z) — f(z)| <e  kaikillan > N..
z€A

TobisTus. “ = 7 Olkoon € > 0. Jos f,, — f tasaisesti joukossa A, niin on N, € N, jolle
|fu(z) — f(2)] < % kaikilla z € A, kun n > N..

Néin ollen -
sup fule) — fl)] < 5 <.
z€A

“ <« 7 Olkoon € > 0. Koska on olemassa N. € N siten, etta
sup |fu(z) — f(z)] <e, kunn > N,
€A
niin
|fu(z) — f(z)] <e kaikillaz € A, kunn > N..

Siis f, — f tasaisesti joukossa A. O

Esimerkki 4.2.5. (a) Olkoon f,: R - R, n € N,

sin(nz) '

falz) =

10}

n

05

-051

-10+

Talléin (f,,)nen on jono jatkuvia funktioita, joille f,, — 0 tasaisesti joukossa R, kun
n — oo.

RATKAISU. Olkoon € > 0. Valitaan N, € N siten, ettd N, > é Talloin kaikille x € R

patee
| sin(nx)]|

1
w(@) = 0] = = < 2
fula) = 0] = I <
kun n € N. Erityisesti siis kaikille n > N,
an - OHR = sup |fn(x) - O| <Eé.
z€R

Nain ollen f, — 0 tasaisesti koko reaaliakselilla.
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(b) Esimerkin kohdassa () funktiojonon ( f,,)nen suppeneminen vakiofunktioon 0 ei
ole tasaista:

I = Ollx = sup (@) = 0] = |fu (20 + 3)| = sin g = 1,

joten || f, — 0]z # 0 kun n — oc.
(¢) Esimerkin kohdassa (b)) funktiojonon (f,)nen suppeneminen vakiofunktioon 0

ei ole tasaista samoin perustein kuin edellisessd kohdassa, silla

1o = Olle = sup |fa(w) = 01 = fu (5) = -

Ongelma 4.2.6. Olkoon f,,: R - R, n € N,

%+ nx

fn(x) = an

Tutki funktiojonon (f,),en tasaista suppenemista joukossa [0, 1]. Enta suppeneeko funk-
tiojono (f,)nen pisteittdin tai tasaisesti koko joukossa R?

Huomautus 4.2.7. Tasaisen suppenemisen testaamisessa pitaa loytaa

n—oo

i, (sup 1) - £10))

eli jarjestyksessd “ensin sup, sitten lim”. Riippuen tilanteesta, voi kayttaa esimerkiksi
seuraavia keinoja

(i) Supremum voi 16ytyd suoraan tai sen voi hakea &déiriarvotehtavind, jolloin pitda
tarkastaa derivaatan nollakohdat ja maarittelyvalin paatepisteet.

(ii) Tarkkaa arvoa ei aina tarvita, vaan usein sopiva epayhtalo riittaa:
jos sup|fn(z)—f(x)| < cnjac, — 0, kun n — oo, niin Lim (sup |fu(z) — f(x)]) =0
ja vastaavasti

jos sup|fn(z)—f(x)| > d, ja d, # 0, kun n — oo, niin nh_}ngo (sup |fu(z) — f(x)]) # 0.

72



Esimerkki 4.2.8. Tutki, suppeneeko funktiojono f,: [0,1] = R, f.(x) = 2" — 2*" tasai-
sesti.

RATKAISU. Jokaiselle x € [0, 1] patee

)y = lim 2" — lim 22" =0
b

lim f,(x) = lim (" — z Jim Jim.

n—o0 n—oo

joten f, — 0 pisteittain vélilla [0, 1].
Tarkastellaan erotuksen |f, () — 0] suurinta arvoa vélilla [0, 1] derivaatan avulla.

fi(x) =nz" ' = 2n2* !t =na" (1 -22") =0 < z=0taiz = {/1.

Néin ollen

sup nle) =01 = sup (@) 2 a3l =5 =5 =

z€[0,1]

Niinpd sup,e(o1) [ fn(7) — 0] # 0, kun n — oo, eli suppeneminen ei ole tasaista.

Seuraava Cauchyn ehto kertoo, milloin funktiojono suppenee tasaisesti. Ehdon hyo-
dyllisyys on siiné, etta rajafunktiota ei tarvitse tuntea.

Lause 4.2.9. (Tasainen Cauchyn kriteerio) Olkoot f,,: A — R funktioita, n € N. Funk-
tiojono (fn)nen suppenee tasaisesti joukossa A (kohti jotain funktiota f: A — R), jos ja
vain jos jokaisella € > 0 on olemassa luku N. € N siten, ettd

|fu(x) = fn(2)| < e kaikillo x € A, kun n,m > N..
ToDISTUS. “=" Se, ettd tasaisesta suppenemisesta seuraa tasainen Cauchyn ehto on

Harjoitustehtéava

“«<" Jos jono toteuttaa tasaisen Cauchyn ehdon, niin jokaisella z € A lukujono (f,,(z))nen
on Cauchy-jono ja siksi se suppenee kohti reaalilukua f(z). Néin saadaan rajafunktio
f: A— R, johon jono (f,) suppenee pisteittain. Osoitetaan, ettd suppeneminen on myos
tasaista:

Olkoon € > 0. Tasainen Cauchyn ehto antaa luvun N, € N jolle

|[fu(2) — fr(z)] < % kaikilla x € A, kun n,m > N..

Kun z € A, niin f,(x) — f(z), joten voidaan valita sellainen luku m, € N, ettd m, > N,
ja

() = fon, (@) < 5

Néin ollen, kun n > N,, niin

(@) = f(2)] < [fn(2) = fn, (@) + | fin, (2) = f(2)] < g+ g =c.

Erityisesti
|fu(x) — f(z)] < e kaikilla z € A, kunn > N..

Néin ollen jono (f,)nen Suppenee tasaisesti joukossa A (kohti funktiota f). O
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Harjoitustehtavia

1. Selvitéd, suppeneeko seuraava funktiojono pisteittdin? Enta tasaisesti? Madrda myos
rajafunktio, jos mahdollista.

2. Olkoot f,: [0,27] — R,
fo(z) = |sinz|™

Maarita perustellen funktio f: [0,27] — R siten, etta

lim f,(z) = f(x) kaikille z € [0, 27].

1
3. Olkoot f,,: |0,1] = R, neN, f,(x) = —

nx’
(a) Suppeneeko funktiojono (f,)2, pisteittain vélilla |0, 1]7 Enté tasaisesti?

(b) Entéa suppeneeko funktiojono (f,)5°, pisteittéin tai tasaisesti vélilla [1/2,1]7
Piirré kuva.

4. Olkoot f,: [0,1] = R,

nr?

Inlz) = 1+ nx’

Tutki funktiojonon (f,,) pisteittiista ja tasaista suppenemista. Miké on rajafunktio?

n=12....

5. Olkoon f,: R — R kaikilla n € N|

 nz
R

fn()

Tutki funktiojonon (f,,) pisteittiista ja tasaista suppenemista. Miké on rajafunktio?

6. Olkoon f,: [0,00] — R kaikilla n € N,

ITL

falw) = 14 an

Tutki funktiojonon (f,,) pisteittiista ja tasaista suppenemista. Miké on rajafunktio?

7. Olkoon f,: [0,00[ — R kaikilla n € N,
fo(z) = ze™™",

Tutki funktiojonon (f,,) pisteittiista ja tasaista suppenemista. Miké on rajafunktio?
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10.

11.

12.

13.

14.

. Olkoon f,: R — R kaikilla n € N,

fn(z) = arctan(nz).

Tutki funktiojonon (f,,) pisteittiista ja tasaista suppenemista. Mikéd on rajafunktio?

. Olkoon f,: R — R kaikilla n € N,

2

fn(x> =

2?2+ (1 — nx)?

Tutki funktiojonon (f,,) pisteittiista ja tasaista suppenemista. Miké on rajafunktio?

Selvitd, suppenevatko seuraavat funktiojonot pisteittdin? Enté tasaisesti? Mika on
jonon raja-funktio?

(a) fulz) =n2z?e™™ kun z >0
(b) fu(z) =n?z%e™™ kun x > a, missi a > 0

Olkoon f,: [0,1] — R,

folz) = nze "

(a) Nayta, ettd funktiojono (f,,) suppenee pisteittéin valilla [0, 1].
(b) Onko

lim /01 fo(z)de = /01 Jim. fo(z)dx?

n—oo

Olkoon g: R — R,
g(x) =min{|x — k| : k € Z}.

Maaritelladn sitten f,,: R — R kaikilla n € N siten, etta

fu(x) = 27"g(2"x).

Selvita, suppeneeko funktiojono (f,,) pisteittdin? Enté tasaisesti? Mika on jonon raja-
funktio? Hahmottele kuvaajia!

Osoita, etté jos f,, — f tasaisesti reaalilukujen joukossa niin funktiojono ( f,,) toteuttaa
tasaisen Cauchyn ehdon reaalilukujen joukossa.

Néyta, ettd tasaisessa suppenemissa kaytetty funktioiden vilinen etaisyys on met-
riikka osoittamalla, ettd seuraavaa patee:

Olkoot f,g: A — R funktioita ja olkoon
If = glla =sup|f(z) — g()].
€A
Osoita, ettéd kaikilla f, g, h: A — R pétee
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(a) [If —glla=0,

(b) [[f —glla =0, jos vain jos f =g,
() Ilf =glla=llg = flla

() [If =glla < f = hlla+ 1A = glla-

Olkoon f: R — R rajoitettu funktio. Olkoon f,: R — R kaikilla n € N,

_f@)

Suppeneeko funktiojono (f,,) pisteittdin tai tasaisesti? Piirrd kuva esimerkiksi, kun

f(z) =sinz.

Anna esimerkki funktiojonosta (f,)nen, joka ei suppene pisteittdin missaén joukossa
A, mutta itseisarvojen jono (| f,|)nen suppenee tasaisesti koko joukossa R.

Keksi esimerkki funktiojonosta ()5, fn: [0,1] — R, jolle pétee

(i) fn on epajatkuva kaikilla n € N ja
(ii) jono (f,)>2, suppenee tasaisesti kohti jatkuvaa rajafunktiota f: [0,1] — R.

Oletetaan, etta funktiojono (f,,) suppenee pisteittain kohti funktiota f valilla [a, b].
Pitavitko seuraavat véiitteet paikkansa?
(a) Jos f, on kasvava jokaisella n € N, niin funktio f on myo6s kasvava.

(b) Jos jokaisella n € N on f,(z) > 0 kaikilla = € [a, b], niin my6s f(z) > 0 kaikilla
x € [a,b].

Oletetaan, etta funktiojono (f,) suppenee pisteittain kohti funktiota f vélilla [a, b].
Pitavitko seuraavat véitteet paikkansa?

(a) Jos f, on vakiofunktio jokaisella n, niin funktio f on myos vakiofunktio.

(b) Jos f,, on epdjatkuva kaikilla x € [a,b], niin myos f on epédjatkuva kaikilla = €
[a,b].

Anna esimerkki jonosta rajoitettuja funktioita f,,: [0, 1] — R siten, ettd niiden pisteit-
tainen rajafunktio f: [0,1] — R ei ole rajoitettu. Sdilyyko rajoittuneisuus tasaisessa
suppenemisessa’

Olkoon f: R — R jatkuvasti derivoituva. Maaritellaan f;: R — R,

flz+3) - f@)

fi(z) = ., jeN.

S

Nayté, ettd funktiojono (f;) suppenee tasaisesti kohti derivaattaa f’(x) jokaisella ra-
joitetulla valilla [a,b] C R.
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22. Osoita, etta sarja

suppenee kaikilla x € R.
Merkitaan f,: R — R,

Néyta Tasaisen Cauchy kriteerion nojalla, ettd funktiojono (f,,) suppenee tasaisesti
kohti funktiota f: R — R,

flz) = i": sin(jx)‘

=1 2J

<

o0
23. Olkoon (ay)nen jono reaalilukuja, joiden maarddma sarja . a, suppenee itseisesti.
n=1

Olkoot lisdksi f,: R — R,
folz) = Zaj sin(jx).
j=1

Osoita, ettd f, — f tasaisesti, missé

() =3 aysin(je).
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Viikko 5

Funktiojonojen ja funktiosarjojen
ominaisuuksia

Tassa luvussa tarkastellaan funktiojonon tasaista suppenemista ja sitd, miten tasaisessa
suppenemisessa funktiojonon funktioiden ominaisuudet periytyvat rajafunktiolle. Naitéa
tarkasteluja varten on hyva palauttaa mieleen muutamia kurssilta JMA3 tuttuja mééri-
telmia ja tuloksia.

e Riemann-integraali: Vilin [a, b] jaon P muodostavat luvut (darellisen monta)
a=20g <11 < Tg<---<x,=0>0

Jakoa merkitddn P = {xg, z1,Ta,...,2,}.

Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio ja P = {xg, 1,2, ...,2,} vilin [a,b] jako.
Funktion f jakoon P liittyva alasumma on luku

LEP) =Y inf  f()(r, —2y)

j=1 ZL‘E[Ij_l 73;.7'}

ja ylasumma luku

n

U(f,P)=>_ sup f(x)(x; —x;_q).

j=12z€[z;-1,7;]

Funktion f alaintegraali yli vilin [a, b] on luku

ala /abf =sup{L(f,P) : P on vilin [a,b] jako }
ja yldintegraali yli vilin [a, b]

yla /abf =inf {U(f,P) : P on vilin [a,b] jako }.
Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on (Riemann-)integroituva,jos

ala/abf:ylé/abf.

Talloin funktion f (Riemann-)integraali yli vélin [a, b] on

/abf::/ff(x)cm::alaLbf:yléLbf.
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Riemannin ehto: Rajoitettu funktio f: [a,b] — R on Riemann-integroituva valilla
[a, b], jos ja vain jos jokaisella € > 0 on olemassa vélin [a, b] jako P. siten, etté

U(f,PE)—L(f,PE)<€.

Derivaatta: Funktio f: ]a,b[— R on derivoituva pisteessé xy € ]a,b| (ja f'(zo)
funktio f derivaatta pisteeessi xg), jos raja-arvo

lim f(zo+h) — f(xo) ~ im f(x) — f(xo)

h—0 h T—T0 T —Zo

=: (o)
on olemassa aarellisena.

Analyysin peruslause: Olkoon f: |a,b] — R jatkuvasti derivoituva ja olkoon
xo € |a, b[. Télloin

flw) = flao) + [ " () dt kaikilla z €]a, B[

o
Kééntden, jos g on jatkuva funktio valilld [a, ] ja zg € [a, b], niin integraalifunktio
G() = [ gltyat,
z0

on jatkuvasti derivoituva valilla |a, b[ ja G'(z) = g(x) kaikilla x € ]a, b].
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Funktiojonoista

5.1 Rajankayntien jarjestyksen vaihtaminen

Palautetaan mieliin funktiojonon pisteittainen ja tasainen suppeneminen seuraavan On-
gelman avulla

Ongelma 5.1.1. Olkoot f,: R — R, f.(z) = e ™, funktioita, missié n € N. Tutki
funktiojonon (f,).en pisteittéisté ja tasaista suppenemista joukossa R. Enté suppeneeko
funktiojono (f,,)nen tasaisesti joukossa [1, co[?

5.1.1 Jatkuvuuden siilyminen

Aiemmin on useaan kertaan nahty, ettd jatkuvista funktioista koostuvan funktiojonon
(fn)nen rajafunktio ei vélttaméttd ole jatkuva. Seuraavaksi osoitetaan, ettd tasaisessa
suppenemisessa jatkuvuus kuitenkin sailyy.

Lause 5.1.2. Olkoot f,: A — R, n € N, funktioita, jotka ovat jatkuvia pisteessd
xg € A. Jos [, — [ tasaisesti joukossa A, niin rajafunktio f on jatkuva pisteessd x.

Tobistus. Olkoon € > 0. Koska f,, — f tasaisesti, niin on olemassa sellainen n € N,

jolle .
sup | fu() — ()] < 5.
€A

Koska f,, on jatkuva pisteessa xp, on olemassa ¢ > 0, jolle pétee
€
| fo(z) = falzo)| < 3

kaikilla x € A, joilla |x — o] < 9.
Néin ollen, kun x € A ja |z — x| < 4,

|[f(@) = f(xo)| < |£(x) = fal@)| + [fal@) = Fulzo)| + [ fal(wo) = f(0)]
< % + % + % =E€.

Funktio f on siis jatkuva pisteessa x. O

Huomautus 5.1.3. (i) Lauseen tulos ei tietenkadn kaanny: Jatkuvien funktioi-
den f,: A — R, n € N, rajafunktio voi olla jatkuva, vaikka suppeneminen ei ole
tasaista. Téastd hyvind esimerkkind on Kolmioesimerkki kohta ([b).
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(ii)) Jos joukossa A jatkuvien funktioiden jonon (f,),en pisteittdinen rajafunktio on
epajatkuva, niin Lauseen nojalla voidaan pédatella suoraan, ettd suppeneminen
ei voi olla tasaista. Tamé on monesti kateva tapa todeta, ettd suppeneminen ei ole
tasaista.

(iii) Muista, ettéd jatkuvuus voidaan karakterisoida raja-arvon avulla: funktio g: A — R
on jatkuva pisteessa xg € A, jos

lim g(x) = g(wo)-

Tr—xQ

Lausel|b.1.2loikeuttaa “rajankédyntien jarjestyksen vaihtamiseen” seuraavasti: Olkoot
fn: A — R pisteessé xg € A jatkuvia funktioita, jotka suppenevat tasaisesti funk-
tioon f: A — R. Télloin

tim, (Jim fulw)) = Jim o) = Flao) = Jim F) = Jim ( Jim fal0)).

n—00 \ Yy—To Yy—To y—xo \n—00

Ongelma 5.1.4. (a) Tdydennd Huomautuksen kohdan (iii) yhtaloketjuun yhté-
suuruuksien kohdalle, mité oletusta tai oletuksia niissé on kaytetty.

(b) Osoita funktiojonoa (f,,), missa f,,: [0,1] — R, f,(z) = 2", ja sen rajafunktiota tutki-
malla, ettd Huomautuksen kohdan (iii) rajankéayntien jarjestyksen vaihtaminen
ei ole sallittua ilman oletusta tasaisesta suppenemisesta.

5.1.2 Riemann-integroituvuuden siilyminen

Myo6s Riemann-integroituvuus séilyy tasaisessa suppenemisessa ja lisaksi rajankaynnin ja
integraalin suorittamisjéirjestyksen voi vaihtaa.

Lause 5.1.5. Olkoon [a,b] C R. Olkoot f,: [a,b] — R, n € N, Riemann-integroituvia
funktioita. Jos f, — [ tasaisesti vililld [a,b], niin rajafunktio f on Riemann-integroituv
ja

n—oo

lim /bfn(x)d:v:/bnli_%ofn(x)dx:/bf(x)dx.

Tobistus. Kaytetdan Riemannin ehtoa. Olkoon € > 0. Tasaisen suppenemisen perus-
teella voidaan valita sellainen N, € N, etta

€

sup |fn(z) — f(2)] < o7o—— . ¥

s 1) = 1) < 557 (%)

kun n > N.. Olkoon téasté eteenpain n > N, kiinted. Riemannin ehdon nojalla 16ytyy

valin [a, b] jako P = {xg, x1, ..., T} siten, ettd
5
U(fn, P) — L(fn, P) < 3

Toisaalta raja-funktion f ala- ja yldsummille jaolla P saadaan epayhtalon nojalla
arviot

m

U(f,P)=>Y, sup f(z)(x; —xj_1)

j=1z€lzj_1,7;]
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j=1 \z€[zj—1,2;
- €
=2 sw ful@)(@;—zi0) + 5 =Uf, P)+ 5
J=1 r€[Tj—1,74]
ja
L(f,P)=>_ ot f@) (=)
j=1TEEI—1%]
. €
> I f n — L -
a gzjl <x€[xljnwj]f (@) 3(b— a)) (25 = 2j-1)
" int @)@ —ay) = = = LU P) — S
= 1mn )z, — i I - _&
=1 “€lwi—1,74] gy 3
Talloin

U P) = L P) < (U P+ 5) = (£ P) = 5)
- -

joten f on Riemann-integroituva.

Todistetaan seuraavaksi integroinnin ja rajankaynnin vaihto. Integraalin kolmioepéyh-
talon nojalla on

/abfn(x) dx — /abf(:v) dx

< [ 1o~ f@)] da
< [ sup 1fult) = F(1)] dz < £ <,
a tela,b] 3

kun n > N.. Niinpa

Esimerkki 5.1.6. (a) Tarkastellaan Kolmioesimerkin (Esimerkki kohta (b)) funk-
tiojonoa. (o) fu: [0.1] — R,

2n2, kun 0 <z < 5,
n
fa(z) =20 — 202z, kun - <z <1

0, kun%<x§1.

Esimerkissa todettiin, ettd f,, — 0 pisteittdin valilla [0, 1], ja liséksi

/Olf(x)dxzo#;: lim /Olfn(ac)dx.

n—oo

Tassa tapauksessa siis rajafunktio on kylla integroituva, mutta rajafunktion inte-
graali ei ole integraalien raja-arvo. Lauseen [5.1.5| nojalla voidaan jilleen todeta, ettéa
suppeneminen f,, — f ei voi olla tasaista.
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(b) Voi kdyda niinkin, ettd rajafunktio ei ole edes integroituva:
Olkoon Q N [0,1] = {q1, g2, - } ja olkoot f,:[0,1] = [0,1], n € N,

1, k ey Qn '}y

fn(l'): { 3 uan{QIaQQa 4 }

0, muuten.

Funktio f,, on rajoitettu, silla | f,(z)| < 1 kaikilla = € [0, 1], ja jatkuva joukossa [0, 1]\
{q1,q2, - . ., q,} kaikilla n € N. Koska epajatkuvuuspisteiden joukko {q1, ¢, ..., ¢,} on
aarellinen, niin f,, on integroituva yli valin [0, 1].

Funktiot f, suppenevat pisteittain kohti rajafunktiota
1, kun z € QN [0, 1],
o

0, muuten,

joka ei ole integroituva valilla [0, 1], silla

1 1
ala/f:O ja yléi/le.
0 0

Niinpéa pisteittdinen suppeneminen ei riitd takaamaan edes rajafunktion integroitu-
vuutta.

(c) Lauseen m yvhtalo ei pade epéoleellisille integraaleille, eli oletus rajoitetusta valista
[a, b] on oleellinen. Esimerkin keksiminen on Harjoitustehtavana

5.1.3 Derivoituvuuden siailyminen

Edella todettiin jatkuvuuden ja integroituvuuden sailyvan tasaisessa suppenemisessa. En-
ta miten kdy derivoituvuuden? Esimerkin kohdan (a) funktiojonon funktiot ovat (jo-
pa dérettoméan monta kertaa) derivoituvia, mutta rajafunktio on epéjatkuva ja siten se
ei ole derivoituva. Esimerkissa suppeneminen on vain pisteittéisté, ei tasaista. Seuraavat
esimerkit nayttavat, ettd derivoituvuus ei saily edes tasaisessa suppenemisessa.

Esimerkki 5.1.7. (a) Olkoot f,, f:]-1,1 > R, n € N,
fal@) = 2|5, f(z) = |a|

Talloin f, on jatkuvasti derivoituva kaikilla n € N ja f, — f tasaisesti.

10f
N 08}
\ 06l //

041
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RATKAISU. Funktioiden f, nayttdminen jatkuvasti derivoituvaksi jatetaéan harjoitus-
tehtavaksi. Naytetdan Lauseen avulla, ettd suppeneminen on tasaista. Olkoon

g(z) = f(a) = fol2) =2 — 25, 2 €]0,1].

Nyt g on derivoituva kaikilla x € )0, 1[ ja

1 n
g’(x)zl—n+ xvlt:O<:>x:< o ) .
n 1

n -+
Koska ¢'(z) > 0, kun 0 < 2 < (;25)" ja ¢'(x) < 0, kun (;}7)" < = < 1, niin funktiolla

g on maksimi pisteessi (;17)" eli

g(x)gg«nil)") B (ni1>n <1_n_nH)

kaikilla = € ]0, 1.

Vastaavasti kun z € |]—1,0[, niin funktion

1

9(x) = f(2) = falw) = (=) = (=2)' ">

maksimi saavutetaan pisteessi —(;25)" ja

n \" n
< 1-—
g(x)_(n+1> ( n—l—l)
kaikilla = € |—1,0[. Liséksi f,,(0) = f(0) = 0 kaikilla n € N. Niinpa

s 10— @)1 < () (1= ) = e e 20

— 1 . _>
we]-1,1] n+1 n+1 I+2)" n+1

kun n — oo (muista, etta 7}13)10(1 + 4 =e).

Siten Lauseen mukaan f, — f tasaisesti valilld | — 1, 1[. Rajafunktio f ei kuiten-
kaan ole derivoituva pisteessa = = 0, vaikka kaikki funktiot f,, ovat jopa jatkuvasti
derivoituvia ja suppeneminen on tasaista.

(Derivoituva funktiojono ja rajafunktio, derivaattojen jono ei suppene)
Esimerkissa kohdassa (a) tutustuttiin jo funktioihin f,,: R — R,

fo(z) = 1 sin(nx).

n

Esimerkissa naytettiin, ettd f,, — 0 tasaisesti joukossa R. Liséksi funktiot f, ja f =0
ovat (jatkuvasti) derivoituvia kaikkialla.

Tarkastellaan derivaattafunktioiden f): R — R,

£1(z) = cos(na)
muodostamaa jonoa. Koska cos(nm) = —1, kun n on pariton, ja cos(nr) = 1, kun n
on parillinen, niin (reaaliluku)jono (f/ (7))nen ei suppene. Huomaa myos, etté f;,(0) =
cos 0 = 1 kaikilla n € N ja siten

lim f1(0) =170 = f(0).

n—oo



Jotta rajafunktiokin olisi derivoituva ja derivaattojen rajafunktio olisi rajafunktion de-
rivaatta, niin tarvitaan vahvempia oletuksia: vaaditaan jatkuvan derivoituvuuden lisdksi
derivaattojen jonon tasainen suppeneminen.

Lause 5.1.8. Olkoot f,: Ja,b|— R, n € N, jatkuvasti derivoituvia funktioita. Jos f, — f
tasaisesti valilld |a, b[ ja jos derivaattojen jono (f!) suppenee tasaisesti valilld |a, b kohti
funktiota g, niin f on (jatkuvasti) derivoituva ja f' = g.

TobisTus. Koska funktiot f/ ovat jatkuvia ja f; — g tasaisesti, niin g on jatkuva Lauseen

nojalla. Riittaa siis osoittaa, ettd f on derivoituva ja ' = g.
Olkoon zy € |a, b[ (mikd tahansa) kiinted piste. Analyysin peruslauseen mukaan

Fula) = fulen) + [ fu(t)at

joten Lauseen [5.1.5| nojalla saadaan

fla) = Jim fule) = lim (fuleo) + [ £1(0)dt)

n—oo n—oo
= i fuleo) + Jim ([0 at)

:f(azo)+/x g(t) dt

Siis analyysin peruslauseen nojalla f on jatkuvasti derivoituva funktio, jonka derivaatta-
funktio on g. O

Ongelma 5.1.9. Nayta, etta Esimerkin funktiojonot eivit toteuta Lauseen [5.1.8
oletuksia.
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Funktiosarjoista

5.2 Funktiosarjan mairitelma

Luvuissa 2 ja 3 tarkasteltiin lukujonojen erikoistapauksia — lukusarjoja. Ei varmaan tule
yllatyksena, ettd funktiojonojen erikoistapauksena saadaan funktiosarja. Tarkastellaan
naita seuraavaksi lahemmin.

Maaritelma 5.2.1. Olkoon A C R joukko. Olkoot f,: A — R, n € N, funktioita.
Muodollista summaa

Y fa=hitfat...
n=1
kutsutaan funktiosarjaksi. Sanotaan, etta funktiosarja > f,
n=1

(i) suppenee (pisteittdin) joukossa A, jos (luku)sarja > f,(z) suppenee jo-
n=1
kaisella x € A, eli jos osasummien

k
S Ao R, Si(@) =Y fule),
n=1

muodostama funktiojono suppenee pisteittdin joukossa A.

(ii) suppenee itseisesti joukossa A, jos itseisarvofunktioiden sarja Y |f,| sup-
n=1

penee (pisteittdin) joukossa A, eli (luku)sarja § | fn(x)| suppenee jokaisella
n=1

x € A.

(iii) suppenee tasaisesti joukossa A, jos osasummien

k
Spr A= R, Sp(z) = fulz),
n=1

muodostama funktiojono suppenee tasaisesti joukossa A, ts. on olemassa funktio
f: A — R siten, ettd kaikilla e > 0 on N. € N, jolle

|Se(z) — f(z)] <e kaikillax € A, kun k > N..




Huomautus 5.2.2. (a) Suppeneva funktiosarja § frn maaraa siis funktion f: A — R,

n=1

o0
jonka arvo pisteessi x on lukusarjan Y- f,(x) summa,
1

[e.°]
Funktiosarja - f, suppenee (pisteittdin tai tasaisesti), jos ja vain jos osasummien
n=1

k

funktiojono (Sg) suppenee (pisteittiin tai tasaisesti) kohti funktiota f. Kurssilla ai-
kaisemmin kasitellyt tulokset koskien funktiojonojen suppenemista ja lukusarjojen
suppenemista ovat siis kaytettavissa.

(b) Tasaisen suppenemisen Cauchyn kriteerio[1.2.9] tulkittuna funktiosarjoille kertoo, etté
funktiosarja Z fn suppenee tasaisesti (kohti jotain funktiota f: A — R), jos ja vain
jos kaikilla e > 0 on N, € N, jolle

> falz)

n=m-+1

sup
z€A

=sup |Sk(z) — Sp(z)| <e, kunk>m>N,.
z€A

[ee)
(c) Jos sarja Y. f, suppenee (pisteittdin tai tasaisesti) joukossa A, niin funktiojono
n=1

(fn)nen suppenee (pisteittain tai tasaisesti) kohti nollafunktiota, koska
n n—1
=> fi=>_fu—f—f=0 (pisteittiin, tasaisesti), kun n — co.
k=1 k=1

(vrt. Lause [2.2.5)

Esimerkki 5.2.3. (a) Olkoot g;: ]-1,1[ = R, g;(z) = 27, j = 0,1,2,.... Sarja Y g;
0

on geometrinen sarja, joka suppenee pisteittiin, silld |z| < 1. Lisdksi
o

1= g(n) =30 =

Kuitenkin 1
gi (v/1 —1)=1—Z= kaikillaj €N
J ( J) j
ja talloin
1 .
19; = Ollj=1,5p= sup |[g;(x) —0[ >1— ; /0, kunj— oo,

z€]-1,1
ja siten jono (g;); ei suppene tasaisesti nollafunktioon. Funktiosarjan Z gj suppene-

=0
minen el siis ole tasaista.
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(b) Olkoon f;:1]0,1] = R, j € N,

11
17 kuan]m,ﬂ,
0, muuten.

Nyt

1, kunze]-=: 1],

(@)= 3 fi(a) = {0

ja siten S, () — 1 (vakiofunktio) pisteittain vélilld |0, 1]. Toisaalta kuitenkin

muuten

HSn — 1”]0,1] > ‘ Sn(%_m) —1’ =1 kaikilla n € N,
=0

[e.°]
joten funktiosarjan . f; suppeneminen ei ole tasaista.
j=1

5.3 Funktiosarjan tasainen suppeneminen

Seuraava ns. Weierstrassin M-testi on tirked tyokalu funktiosarjojen tasaisen suppe-
nemisen tutkimisessa.

Lause 5.3.1 (Weierstrassin M-testi). Olkoot f,: A — R jono funktioita, joille kai-
killa n € N on sellainen 0 < M,, < oo, ettd

|fu(z)| < M,  kaikillo x € A.

Jos (luku)sarja Y- M, suppenee, niin funktiosarja > f, suppenee ilseisesti ja tasai-
n=1 n=1

sesti joukossa A.

ToDISTUS. Itseinen suppeneminen seuraa Majoranttiperiaatteesta (Lause [2.3.2) seuraa-
o0

vasti: Olkoon x € A. Merkitdén a,, = f,(x). Koska sarja Y- M, suppenee ja |a,| < M,
n=1

kaikilla n € N, niin sarja Y |a,| suppenee Lauseen [2.3.2 nojalla. Siispa sarja Y. f,
1 n=1

n=

suppenee itseisesti.
(o ¢]
Néaytetddn sitten, ettd . f,, suppenee tasaisesti. Olkoon € > 0 ja olkoon

n=1

Snl) = i ful)

Nyt kun k£ > m, niin kaikilla x € A on

1Se(@) = Su(@) = | > fal@)| < X0 [ful@)] < > M,
n=m+1 n=m-+1 n=m+1
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00 7
Koska sarja > M, suppenee, niin osasummien jono (Z Mn> on Cauchy-jono. On
n=1 n=1 ieN
k
siis olemassa N, € N siten, ettda Y, M, <e, kun k> m > N..

n=m-+1
Niin ollen

|Sk(x) — Siu(z)| < e kaikilla x € A, kunhan & > m > N..

[e.°]

Funktiosarja > f, siis toteuttaa tasaisen suppenemisen Cauchyn kriteerion ja suppenee
n=1

siten tasaisesti joukossa A. O

Esimerkki 5.3.2. (a) Suppeneeko funktiosarja

7j=1 ]7
tasaisesti valilla [—1,1]?

RATKAISU. Koska

J 1
“‘%' < — kaikilla & € [~1,1] ja kaikilla j € N
J J
ja sarja %7 suppenee yliharmonisena sarjana, niin funktiosarjan 3 f—; tasainen
j=1 j=1

suppeneminen seuraa Weierstrassin M-testista.

(b) Suppeneeko funktiosarja

tasaisesti joukossa R 7

RATKAISU. Weierstrassin M-testissé kaytettdvad majoranttisarjaa ei 10ydy suoraan.
Summattavat funktiot f; ovat kuitenkin koko joukossa R derivoituvia, joten etsitdan
derivaatan avulla funktioiden suurin ja pienin arvo. Nyt kaikilla x € R ja 7 € N on

J(1+ j2a?) — 22757
72(1+ j222)?

fi(x) =

Funktion f; derivaatan nollakohdat ovat % ja —% ja néissa derivaatan nollakohdissa
on fj(:I:%) = :l:%%. Derivaatan merkkié tutkimalla havaitaan, ettd funktiolla f; on
lokaali minimi pisteessa —% ja lokaali maksimi pisteessa % Lisaksi Erin fi(x) =0,

joten

1
|fi(z)] < 2 kaikilla = € R.

[e.°]
Sarja ]% suppenee yliharmonisena sarjana, joten tutkittava sarja suppenee tasai-
j=1

sesti Weierstrassin M-testin nojalla.



Ongelma 5.3.3. Olkoon % a, itseisesti suppeneva sarja. Olkoon f,: R — R, f,.(z) =
n=1
a, cos(nx), n € N. Osoita, ettd funktiosarja

i fule)

suppenee itseisesti ja tasaisesti reaalilukujen joukossa.

o0
Funktiosarjan ). f; tasainen suppeneminen tarkoittaa osasummien muodostaman
i=1
funktiojonon (S, )nen tasaista suppenemista. Funktioiden f; jatkuvuudesta, integroitu-
vuudesta tai derivoituvuudesta seuraa osasummalle .S, vastaava ominaisuus. Seuraava

lause onkin suora seuraus funktiojonoille todistetuista tuloksista.

Lause 5.3.4. Olkoon I C R wvdli. Olkoot f,,: I — R, n € N, funktioita, joille funktiosarja
> fn suppenee tasaisesti valilla I kohti funktiota f: I — R.
n=1
(a) Jos funktiot f, ovat jatkuvia, niin funktio f on jatkuva.
(b) Jos funktiot f,, ovat Riemann-integroituvia vililld [a,b] C I, niin funktio f on Riemann-
integroituva ja
b
/fdx:/an d:z:—z
a n=1 a

(c) Jos funktiot f, ovat jatkuvasti derivoituvia ja jos myds derivaattafunktioiden sarja
> fI suppenee tasaisesti (avoimella) valilla I, niin funktio f on jatkuvasti derivoi-
n=1

tuva ja

Z fulx) =3 fi(x)  kaikillaz € 1.

Ongelma 5.3.5. Todista Lauseen kohta (a) kdyttden Lausetta [5.1.2] (Kohdat (b)
ja (c) ovat harjoitustehtévia)

Esimerkki 5.3.6. Kuten JMA3-kurssilla nahtiin, on olemassa jatkuvia funktioita, jotka
eivat ole derivoituvia yhdessakaan pisteessa. Eréds esimerkki tallaisesta on niin sanottu
Blancmangen funktio B: R — R. Maéritellaédn ensin etéisyysfunktio f: R — R,

f(z) =min{|z — k| : k € Z}.

Télloin Blancmangen funktio B: R — R saadaan summana

l\D‘H

Blz) = f(a) + 3f2r) + /() + Gf(E0) 40 = 3 L f(20) = 3 1)
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Koska

—  kaikilla z € R

S f(@0)] < 5

|fn($)| = on

' 1

ja (luku)sarja Z 5w suppenee geometrisena sarjana, niin funktiosarja Z fn suppenee
=0

tasaisesti Welerstrassm M-testin nojalla. Kaikki funktiot f,, ovat Jatkuma joten sum-
mafunktio B on jatkuva Lauseen [5.3.4] perusteella. Kuitenkin kaikilla x € R voidaan
sopivasti valitun jonon (hy),, jolle nh_}rgo h, = 0, avulla niyttas, ettda erotusosamaaralla

B(z + h,) — B(x)
hn

ei ole raja-arvoa. Funktio B ei siis ole derivoituva missiaan pisteessa x € R.

0,5

0,5 1

Kuva 5.1: Jatkuva funktio, joka ei ole derivoituva yhdessakdan pisteessé.

Harjoitustehtavia

1. Olkoot f,: R >R, n € N,

x2n

o) =1

Suppeneeko funktiojono (f,)5°, pisteittdin? Enté tasaisesti? Piirrd kuva.
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. Olkoot g,: [0,7] = R, n € N,
gn(x) = (cosx)™.
Suppeneeko funktiojono (g, )nen pisteittain? Enta tasaisesti joukossa [0, 7]? Suppenee-
T 3T

ko funktiojono (gn)nen tasaisesti joukossa [7, °F]?

. Néyta integraalien avulla, etta funktiojono (f,)nen, missa f,: [0,1] = R,n € N,

fu(z) = nxe_mz’,

ei voi supeta tasaisesti.

. Anna esimerkki funktioista f,,: [1,00[— R ja f: [1,00[— R, joille f, — f tasaisesti
joukossa [1, 00[, epdoleelliset integraalit / fn(x)dz (kaikille n € N) ja / f(z)dx

1 1
suppenevat, mutta

lim /loo fo(z)de # /loo f(z)dx.

n—oo

. Olkoot f,: [0,1] — R jatkuvia funktioita siten, etta f, — f tasaisesti. Nayta, etta

1—1

n

lim fo(z)de = /01 f(z)dx.

n—oo Jo

Onko viite totta ilman oletusta tasaisesta suppenemisesta?

. Osoita, etta
™ sin nx

lim dx = 0.
n—oo % nr

. Olkoon f,: ] — 1,1[—= R, fu(z) = |z|"*"/" missd n € N. Osoita, ettd funktio f, on
jatkuvasti derivoituva kaikilla n € N.

. Oletetaan, ettd funktiot f,: [a,b] — R ovat jatkuvia kaikilla n € N ja ettd funktiojono
(fn)n suppenee tasaisesti kohti funktiota f.

(a) Osoita, etta funktiojono (F,),en suppenee myos tasaisesti, missa F,: [a,b] — R

Fo(z) = / ") dt.

Tim ab (/;fn(t)dt) dmz/j(/axf(t)dt).
. Olkoot f,,: |-1,1[ = R, neN
fula) = \Ja? + i

Osoita, ettd funktiojono (f,,), on jatkuvasti derivoituva ja etta se suppenee tasaisesti.
Onko rajafunktio f: |—1,1[ — R derivoituva? Miksi tdmé ei ole ristiriidassa Lauseen

F.1.8 kanssa?

(b) Osoita, etté
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Olkoon f: R — R jatkuva ja rajoitettu funktio. Olkoon f,,: R — R

[ (nz)

N
\/ﬁ,ne

falz) =

Osoita, etté
b
lim / ful)de =0 jokaisella vililli [a,b] C R.

n—oo

Anna esimerkki derivoituvista funktioista koostuvasta funktiojonosta (f,)nen, missé
fn:]—1,1] = R, joka suppenee tasaisesti, mutta lukujono (f/(0)),en on rajoittama-
ton.

Oletetaan, ettéd funktiot f,: R — R, n € N, ovat jatkuvasti derivoituvia siten, etta de-
rivaattojen jono (f!),en suppenee tasaisesti ja lukujono (f,,(0))nen suppenee. Osoita,
ettd funktiojono (f,)nen Suppenee pisteittain.

Olkoot f;: R =R, f;(z) = , j € N, funktioita.

v
Vi+3

(a) Suppeneeko funktiojono (S, ),en pisteittain, missd S,: [0, 1] — R,
Sal) =>_ fi(x)?
j=1

(b) Enté suppeneeko funktiojono (7},)nen pisteittiin, missa T,,: |—00,0] — R,
To(x) = (=1) f;(x)?

J=1

Suppeneeko se itseisesti?

Selvitéd, suppeneeko funktiosarja

jil (sin?fx)>j

pisteittiin joukossa R. Laske myo6s rajafunktio, jos mahdollista. Enté suppeneeko funk-
tiosarja itseisesti joukossa R?

Selvita, suppeneeko funktiojono (f,,)nen pisteittain, missa f,: R — R,

n ZL'2

w(z) = —_—.
Mika on jonon rajafunktio? Voiko suppeneminen olla tasaista?

(Vihje: geometrinen sarja?)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Anna esimerkki funktiosarjasta Y f;, jolle f; — 0 tasaisesti joukossa [—1, 1], mutta
j=1

funktiosarja ei suppene edes pisteittiin joukossa [—1, 1].

Olkoot f;: R — R,

fi(x) = (sinz)’(cosz)’, kun j € N, ja fo(z)=1.

Tutki funktiosarjan
> filx)
Jj=0

pisteittaista, itseistd ja tasaista suppenemista reaalilukujen joukossa. Minka funktion
funktiosarja méaaraa?

(Vihje: sin(2z) = 2sinz cos x)

Olkoon f,: R = R, f.(z) = kaikilla n € N. Tutki, suppeneeko funktiosarja

nd + 222’

i fule)

pisteittain? Enta tasaisesti joukossa R?

Olkoon g, : |—o0, —1[— R, g,(x) = 2" kaikilla n € N. Tutki, suppeneeko funktiosarja

ign(:p)

pisteittdin? Enta tasaisesti valilla |—oo, —1[?

Olkoon f;: ]0,00[ = R, f;(x) = e™7* kaikilla j € N. Suppeneeko sarja
> fil@)
j=1

pisteittain? Entd tasaisesti joukossa |0, co[?

Olkoon a > 0. Olkoon f,: [a,00[— R, fu(z) = —~  kaikilla n € N. Tutki,
1+ nta?
suppeneeko funktiosarja

pisteittdin? Enta tasaisesti joukossa [a, oo[?
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22,

23.

24.

25.

26.

Olkoot g,: | — 00, —1[—= R, g,(x) = (%)m, kaikilla n € N. Tutki, suppeneeko funk-
tiosarja

ign@;)

pisteittdin? Enta tasaisesti valilla |—oo, —1[?

Osoita, ettéd funktiosarja

ooxk

kl
= k!

suppenee tasaisesti jokaisella valilla [a, b], missd a,b € R, a < b, mutta ei suppene
tasaisesti koko joukossa R. Suppeneeko funktiosarja pisteittédin koko joukossa R? Esita
integraali

sarjana.

Olkoon f: R — R,

flry =3 1

k=1

Onko f hyvin maaritelty koko joukossa R? Onko f’ esitettévissa sarjana?

Olkoon a > 0. Olkoot f,: [a,00[— R, n € N,

Vnx

fa(z) = (—1)nm-

(o)
Tutki, suppeneeko funktiosarja Y- f,(z) pisteittdin? Enta tasaisesti joukossa [a, oo[?
n=1

Olkoot f;:[0,1] = R, j € N,
fi(z) = (1 —z)2.

o0
Minka funktion funktiosarja > f; maaradd? Suppeneeko funktiosarja tasaisesti?
j=1
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Viikko 6

Potenssisarjat

6.1 Potenssisarja ja sen suppeneminen

Potenssisarjat ovat erikoistapauksia funktiosarjoista. Niitd voidaan pitda polynomien
yleistyksené, “astetta oo olevina polynomeina’.

Masritelméa 6.1.1. Olkoot a; € R, j € NU {0}, ja o € R. Muotoa

> aj(@ — zo)! = ag + a1z — xp) + as(x — x0)* + . ...
=0

olevaa funktiosarjaa sanotaan potenssisarjaksi. Luvut a; ovat potenssisarjan ker-
toimet ja piste x( sen keskus.
o0

Jos potenssisarja > a;(z — z0)’ suppenee (pisteittdin) joukossa A, se madrad
7=0

funktion
o0

f: A—=R, Z (x — x)’

Potenssisarjaa sanotaan funktion f potens&samaemtykseksi.

Huomaa, ettd potenssisarjaa madriteltdessi tehdddn sopimus 0° = 1. Potenssisarja
suppenee ainakin kun x = z, jolloin sen summa on ay.

Esimerkki 6.1.2. (a) Geometrinen sarja
> @
J=0

on yksinkertaisin potenssisarja kertoiminaan a; = 1 kaikilla j € NU{0} ja keskukse-
naan zo = 0. Kuten aiemmin on jo todettu, timé sarja suppenee (pisteittdin), jos ja
vain jos |z| < 1.
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(b) Funktiosarja
ijxj =4 42? 4+ 2723 + . ..
7=1

on potenssisarja kertoiminaan ag = 0 ja a; = j7 kaikilla j € N sekd keskuksenaan
xo = 0. Tama potenssisarja suppenee vain keskuksessaan zy = 0, silla kun = # 0,
niin j727 = (jz)7 4 0, kun j — oo.

(c) Milld = € R potenssisarja ‘
Z (z — 1)
=

suppenee?

RATKAISU. Tassa siis ag = 0, a; = %, kun 5 € N, ja o = 1. Koska

Sz —1]7 -1
\]/‘I.| =|x.,’—>|w—1], kun j — oo,
J Vi

niin Juuritestin nojalla potenssisarja suppenee itseisesti, kun |z — 1] < 1 ja
hajaantuu, kun |z — 1| > 1.

On viela selvitettdva mitd tapahtuu, kun |z — 1] = 1. Kun 2z — 1 = 1 (eli z = 2),
sarja hajaantuu harmonisena sarjana, ja kun x — 1 = —1 (eli z = 0), se suppenee
vuorottelevana harmonisena sarjana.

> (z—1)
Potenssisarja Z ——— siis suppenee jos ja vain jos 0 < z < 2.

j=1

Ongelma 6.1.3. Tutki, milla z € R potenssisarja

> (z+2)

D

suppenee.

Vertaamalla potenssisarjaa geometriseen sarjaan nidhdaédn, ettd potenssisarjan sup-
peneminen /hajaantuminen yhdessé pisteessd méadrdd suppemisen/hajaantumisen isossa
joukossa seuraavasti:

Lause 6.1.4 (Abelin lause). (i) Jos potenssisarja Y. a;(x—xo)’ suppenee kun x =
x1, niin se suppenee (itseisesti) kaikilla x, joille |x — xo| < |21 — 0.
(i) Jos potenssisarja Y a;(x—x0)’ hajaantuu kun x = x4, niin se hajoantuu kaikilla

7=0
x, joille |z — xo| > |xo — w0].
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TobisTus. Oletetaan, ettd o = 0 (yleinen tapaus jatetddn harjoitustehtaviksi).
(i) Koska oletuksen perusteella (luku)sarja

m .
> ari
=0

suppenee, niin O-testin eli Lauseen [2.2.5| nojalla

lim ajxl =0.
]*)OO

Niinpa on olemassa N € N siten, etta
la;|lz1)? <1 kaikilla j > N.

Tarkastellaan pisteitd z, joille |z| < |z1|. Nyt kaikilla j > N pétee

1]

: |zl YA
ajllz’ = lajllanP 15 = aillanl’ (1) <
<1

missa ¢ = ||’”‘| < 1. Koska geometrinen sarja Z ¢’ suppenee, niin sarja E |aj||x}? suppe-

7=0

nee Majoranttiperiaatteen (Lause [2.3.2) nojalla, ja siten myos sarja Z |aj||x|3 suppenee.
7=0

o .
Néin ollen 'Zo a;x’ suppenee itseisesti.
]:

(#i) Sarjan Z a;x’ hajaantuminen, kun |z| > |z5|, ndhddén tekemélld vastaoletus ja

Jj=
kayttamalla edelhsta kohtaa apuna. Tama on jatetty Harjoitustehtavéksi 2 O

Esimerkki 6.1.5. Tarkastellaan Esimerkin @ potenssisarjaa

>

Kun z = 2, kyseessd on harmoninen sarja, joka hajaantuu. Lauseen mukaan po-
tenssisarja hajaantuu (ainakin), kun |z — 1] > 1 eli kun < 0 tai z > 2.
Kun z = 0, kyseessa on vuorotteleva harmoninen sarja, joka suppenee. Lauseen [6.1.4
nojalla potenssisarja suppenee itseisesti (ainakin), kun [z — 1] < 1eli kun 0 < z < 2.
Néin ollen esimerkin potenssisarja suppenee tasmélleen valilla [0, 2[.

:L‘—l

Ongelma 6.1.6. Milla muuttujan = arvoilla potenssisarja
Z 2]j
suppenee? Enta itseisesti?
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Maéritelmé 6.1.7. Potenssisarjan 3. a;(z — o)’ suppenemissidde on luku
§=0

[e.9]

R = sup {]x — x| sarja Y aj(z — xo) suppenee} € [0, oo].
=0

Jos R = 0, potenssisarja suppenee vain keskuksessaan x = x(. Jos taas R = oo,
potenssisarja suppenee koko reaalilukujen joukossa.
Esimerkki tapauksesta R = 0 nédhtiin jo Esimerkissa [6.1.2] kun tutkittiin potenssisar-
[e.9]

jaa ij:cj.
=1

Ongelma 6.1.8. Naytéi, etta potenssisarjan Z — suppenemlssade R = o0.
Jj=0 j

Lause 6.1.9. Olkoon R potenssisarjan

00
Z ZE—I’O

suppenemissdde ja 0 < r < R. Tdlloin potenssisarja

(1) suppenee itseisesti vdlilli |z — R, xo + R| ja tasaisesti valilld [xg — 7,z + 7).

(it) hajaantuu kaikilla x € R\ [zg — R, o + R).

TobisTus. Itseistd suppenemista ja hajaantumista koskevat véitteet seuraavat Abelin
lauseesta ja suppenemissiteen mééritelmasta:

Olkoon z € |zg — R, zo + R[. Suppenemissiateen mééritelman mukaan on olemassa
r1 € R siten, etta

v —xo| < |z1 — x| <R ja > aj(w1 —x0) suppenee.

o0 .
Lauseen [6.1.4| nojalla Y~ a;j(x — x0)? suppenee itseisesti.
i=0
Jos z € R\ [xg — R, 29 + R], niin |x — xy| > R ja suppenemissiteen méaéritelmén

o) )
mukaan Y. a;j(x — o)’ hajaantuu.
7=0

Tasainen suppeneminen seuraa Weierstrassin M-testista |5.3.1f Jos © € [xg — 7,z + 7],
niin
ja;(x = zo)'| < fay|r’

ja sarja Z laj| 77 suppenee, silld sen termit |a;|r/ ovat potenssisarjan Z aj(z — o)’

Jj=0 Jj=0
termien itseisarvot pisteessd x = xy + 7, jossa potenssisarjan tiedetddn jo suppenevan
itseisesti todistuksen alkuosan perusteella. O



Huomautus 6.1.10. (i) Potenssisarjan suppeneminen véilin |z¢ — R, zo + R| paétepis-
teissd on tarkastettava erikseen (esimerkiksi lukusarjojen suppenemistesteji kayt-
tden).

(ii) Potenssisarja ei yleensd suppene tasaisesti koko véalilla |zg — R, o+ R[ . Esimerkiksi
geometrinen sarja

>,
=0
jolle R =1, ei suppene tasaisesti koko valilla | — 1,1[ (katso Esimerkki |5.2.3)).

(iii) Lauseista m ja seuraa, etta potenssisarjan mairaamaé funktio f on jatkuva
ja integroituva jokaisella valilld [a,b] Clxg — R, zo + R[ ja sen integraali voidaan
laskea sarjan termien integraalien summana. Erityisesti kaikilla x € |xg — R, xo+ R]|

on
/ t)dt = /Zajt—xojdt Z/ a;(t — zo)! dt = Z,aj (z — x0) .
zo j:0]+1

Suppenemisséiteen selvittdminen onnistuu monesti seuraavan lauseen avulla.

[e.] .
Lause 6.1.11. Olkoon Y a;(z — x)’ potenssisarja ja olkoon R sen suppenemissdde.
§=0

(a) Jos on olemassa raja-arvo lim —— € R U {oo}, niin
Jj—o0 |‘l]|

(b) Jos on olemassa raja-arvo hm

€ RU{o0}, niin

‘ .7+1‘

TODISTUS.

(a) Olkoon S = lim y/|a;|. Oletetaan ensin, ettd 0 < S < oco. Koska
j—00

lajllx — xol? = {/|ajl|z — zo| = Slx — 20|, kun j — oo,

niin Juuritestin nojalla sarja suppenee (itseisesti), kun S|z — zo| < 1 ja hajaantuu,
kun S|z — x| > 1. Siten suppenemissiteelle patee R = %

Jos S = 0, niin potenssisarja suppenee (itseisesti) kaikilla x € R, joten R = oo. Jos
taas S = oo, niin jokaiselle z # xy pétee

Vlajlle — xol? = {/|aj||x — xo| = 00, kun j — oo.

[e.e] .
Niinpé potenssisarja Y. a;j(x — o)’ suppenee vain kun z = z, joten R = 0.
§=0

(b) Samaan tapaan suhdetestin avulla. Harjoitustehtévé [13}



Esimerkki 6.1.12. (a) Aiemmin on todettu, ettd potenssisarjan

i (x — 1)

P

suppenemisside on 1. Suppenemissiteen selvittdmiseen voi kdyttda Lauseen [6.1.11
kumpaa kohtaa tahansa, silla

(b) Selvitetaan potenssisarjan

suppenemissade.

RATKAISU. Tassa siis a; = % Koska

; 4+ 1)!
‘|a]||:(jj: ) =j+1—=00, kunj— oo,
Qj+1 J:

niin Lauseen nojalla R = co. Potenssisarja suppenee siis kaikilla x € R.

Huomaa, ettd koska suppenevan sarjan termien raja-arvo on 0, niin lim %4 = 0
j—o0 J*

kaikilla # € R. Kertoma j! kasvaa siis nopeammin kuin potenssi z7.

Ongelma 6.1.13. Maarita potenssisarjan
i 92
7=0
suppenemissade.

Huomautus 6.1.14. Suppenemissade riippuu vain potenssisarjan kertoimista ja sen voi
maarittaa kayttamalla lukusarjojen yhteydessa esiteltyjé juuri- ja suhdetesteja. Emme
[e.e]

todista tulosta, mutta yleisesti patee: Jos R on potenssisarjan }° aj(z — x0)? suppene-

J=0
~i i/l
R k1—>Holo sup 4/ |an| | -

n>k

misside, niin

Yll4 esiintyvé raja-arvo on aina olemassa (se voi olla 0o, jolloin suppenemissiade on

0), silld jono (sup{{/|a,|: n > k})ren on vaheneva.
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6.2 Derivaattasarja

Lemma 6.2.1. Potenssisarjalla Y a,(x — x¢)" ja derivaattojen sarjalla
n=0

o
> nag(z — )"
n=1

on sama suppenemissade.

TobisTus. Olkoon R potenssisarjan > a,(z — )" suppenemisside ja Ry derivaattojen
=0

n=
sarjan suppenemissade. Néaytetadn, ettd R = Ry.

e Todistetaan ensin, etta R; < R.

Jos Ry = 0, niin viite on selvasti totta. Oletetaan siis, ettd R; > 0, ja olkoon

71 € Jzo— Ra, o+ Ry4[. Lauseen [6.1.9|nojalla derivaattojen sarja Y. na,(z; —zg)" !
n=1

suppenee itseisesti. Koska

lan(x1 — x0)"| < |21 — 0] RO, (21 — xo)"_1|, kaikilla n > 1,

n

niin majoranttiperiaatteen (Lause [2.3.2]) nojalla sarja Y a,(x; — o)™ suppenee

n=1

itseisesti.

Abelin lauseen [6.1.4] perusteella %O: a,(x — )" suppenee itseisesti kaikilla x, joille
n=0

|z — xo| < |21 — x0|. Koska x; on mielivaltainen luku vélilta |zg — Rg, xo + Rg4[, niin
o0

> an(x — x0)" suppenee itseisesti ainakin, kun |z — 2| < Ry.

n=0

Siis Rd < R.
e Naytetadn viela, ettd R < Ry.

Jalleen voidaan olettaa, ettd R > 0. Olkoon z1 € |xg — R, xo + R|. Valitaan r € R
siten, ettd |z; — zo| < r < R, jolloin Y a,(x — xo)" suppenee, kun x = z + r, eli
n=0

.o n o . n M—00
sarja ». a,r" suppenee. Erityisesti a, r" —— 0.
n=0

Talloin on olemassa sellainen N € N| etté |a,|r™ < 1, kun n > N. Nyt

n—1| — - .

|na,(z1 — xo)

_ n—1 1 _
|an|7“”717‘3jl %) <-n (’xl %ol
,

n—1
> , kunn > N.

[&.°]
Koska Lauseen [6.1.11 nojalla sarjan Y. nz™ ! suppenemisside on 1, niin sarja
n=1

ad ]_ (ll’l —$0|>n1
> oa(mo
r

n=1 r

suppenee.
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[e.°]
Niin ollen sarja Y. na,(z; — x9)" ! suppenee itseisesti majoranttiperiaatteella

n=N

-1

(Lause [2.3.2)). Siis my6s derivaattojen sarja Y. na,(x — xo)"~ ' suppenee itseisesti,

n=1

kun x = x;.

Abelin lauseen nojalla derivaattojen sarja suppenee itseisesti kaikilla x, joille
|z —x0| < |x—21|. Koska z; on mielivaltainen luku valilta |xo — R, xo+ R[, derivaat-
tojen sarja suppenee itseisesti ainakin, kun |x — zy| < R. Olemme néin osoittaneet,

Seuraavaksi ndytetadn, ettd potenssisarjan méadraamaélla funktiolla on kaikkien kerta-
lukujen derivaatat ja potenssisarja voidaan derivoida termeittéin.

Lause 6.2.2. Olkoon Y a,(x—1x0)" potenssisarja ja R sen suppenemisside. Tdlloin

funktiolla

[e.e]

f(x) = Z an(x — 20)"

n=0
on kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat vililla |xg — R, xo + R[. Lisdksi kaikille
k € N pdtee

[e.e]

¥ (z Z (n—1)-(n—k+ Dap(x —x0)" "  kaikilla x € |Jxg — R, zo + R].

Erityisesti kaikilla n € N on

F™(x0) = nlay.

TobisTus. Lemman mukaan potenssisarjalla ja sen termien derivaattojen muodos-

tamalla sarjalla on sama suppenemisside R.
Olkoot z € |xg — R,z + R[ ja | — x9| < r < R. Lauseen mukaan sarjat

o0

Z (x —x0)" ja Z na,(x — x9)"
n=1

suppenevat tasaisesti valilla [zq — 7, o 4 7]. Lauseesta seuraa, etta summafunktio f
on derivoituva pisteessa x ja

o0
= nan(z —x)" .
n=1

Erityisesti f'(xo) = a;. Vastaavasti paatelladan, etté

o0

f(@) = () (@) = >_nln = Dan(z — 20)" 2,

n=2

sarjan suppenemisside on R ja f”(xo) = 2as. Loppu véitteestd saadaan induktiolla. O



Lause [6.2.2] nayttaa, etta saman keskuksen zy ymparille kehitetyn potenssisarjan ker-
toimet méaraytyvat yksikésitteisesti sarjan summasta:

Seuraus 6.2.3. Jos

o0

Z (x —20)" = fz) =D _ bulx —x0)" kaikilla x € |Jxg — R, 9+ R,

missd R > 0 on sarjojen suppenemissdide, niin
an, = b,  kaikillan € NU{0}.
ToDISTUS. Lausesta [6.2.2] saadaan, etta

f(")(xo)

=10, kaikillan e N
n!

Ay =

ja siten myos ag = by. O

Funktiosarjojen avulla pystytdan laskemaan joidenkin sarjojen summia. Usein paat-
telyissé tarvitaan Analyysin peruslausetta ja tietoa siitd, ettd voidaan integroida ja deri-
voida sarjoja termeittain.

summa.
RATKAISU. Tutkitaan potenssisarjaa

o0
Z n’z".
n=1

Koska ¥/n? = (/n)? — 1, kun n — oo, niin sarjan suppenemisside on 1. Myés sarjan ter-
meja derivoimalla tai integroimalla saaduilla potenssisarjoilla on sama suppenemissade.
Kun —1 < 2 < 1, saadaan Lauseen |6.2.2| nojalla

an —:L‘an =
Z p—
_ ii
_xd:r(l—x)2
1+2
T

j 2"
(inH)

&‘& ||M8

missi sarjan laskemiseen kiytettiin Esimerkkié 3.3.5] Nyt valitsemalla z = § saadaan
> 5=
2 on
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Edella johdetusta yhtélosta

(1+£L‘ an

(1—x)3
voi Lauseen nojalla lukea funktion f:]—1,1] — R,

~z(l+x)
fa) = T

derivaatat nollassa; kaikilla n € N on
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Harjoitustehtavia

1. Maarita potenssisarjojen keskukset ja suppenemissateet.

o S W S

2. Todista Lauseen hajaantumisosa, kun ¢ = 0 :
o .
Olkoon z, € R sellainen piste, ettd potenssisarja ). a;x’/ hajaantuu, kun z = .
§=0

Osoita, ettéd potenssisarja
o0
.
Z ajx
=0

hajaantuu kaikilla x € R, joilla |z] > |xs].

3. Todista Lauseen yleiset versiot:

(0] .
(a) Oletetaan, ettd potenssisarja Y. a;(z — x¢)’ suppenee, kun z = x;. Néayté, ettd
§=0
talloin potenssisarja suppenee itseisesti kaikille x, joille pétee |x — xo| < |21 — 0.

(b) Oletaan, ettd potenssisarja > a;(x — x¢)? hajaantuu, kun o = z,. Néytd, etta
=0
talloin potenssisarja hajaantuu kaikille x, joille patee |x — zg| > |22 — x|

4. Milla luvun = € R arvoilla potenssisarjat
(a) ioj jlad | ja
j=1
() 5 (WTFT- Vi)
j:

suppenevat?

5. Milla luvun x € R arvoilla potenssisarja

.
>,
=

suppenee?

6. Milla luvun x € R arvoilla potenssisarja

()

k=0

suppenee?
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

Maéarita seuraavien potenssisarjojen suppenemissateet

(a) ]io:l(l + ;)jxj
(b) 2(1 + ;)jzgﬂ.

Misséa joukossa sarjat suppenevat?

. Anna perusteltu esimerkki potenssisarjasta, joka suppenee joukossa [—1, 3] ja hajaan-

tuu muualla.

. Maarita potenssisarjan

i n?(3z +2)"
n=0 n+ 1

keskus, kertoimet ja suppenemisside. Missé joukossa sarja suppenee?

Maéarita potenssisarjan
> (z+6)

2 o)

—  logy

suppenemisside. Missé joukossa sarja suppenee?

Missa joukossa potenssisarja
2k
x

2 Vi

suppenee?

Olkoon b > 0. Milla luvun x € R arvoilla sarja

suppenee?

Todista Lauseen |6.1.11| kohta (b): Olkoot § aj(z — xo)’ potenssisarja ja R sen sup-
7=0

y 0 . ..
penemisside. Jos jonolla (%! on raja-arvo € [0, ool, niin
laj+1l/ j=o A

R = lim | ]‘

j—oo |a]+1|

Olkoon (a;);en jono, jolle j < a; < j* kaikilla j € N. Milld luvun 2 € R arvoilla
potenssisarja

© .
el
E a;x
Jj=1
suppenee?
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15. Olkoot ag,zp € R. Olkoon (aj)ren aidosti vahenevé jono, jolle klim ar = 0 ja sarja
—00

>~ aj hajaantuu. Milla luvun x € R arvoilla potenssisarja
k=1

Z ap(x — o)k
k=0
suppenee?
16. Maaraé potenssisarjan
i (2x 4+ 5)"
= (n?2+1)3"

suppenemisside. Missé joukossa sarja suppenee?

17. Maaraa potenssisarjan
3

0 NG

suppenemissade.

18. Osoita, etta

(a)

=3 (—1)kz* kun |z| < 1.
k=0

1+2
S 1) 1
<b)x_k§o(1_”) , kun 2 > 3.

19. Osoita derivaattojen avulla, ettéa

1 oo

m = Z(—l)k+lkxk_1, kun |I'| < 1.
k=1
(Vihje: Tehtévi [18})
20. Esita integraali
1
3 1
/0 1+ a2t da
sarjana ja perustele laskusi.
21. Minka funktion potenssisarja
i(_l)k—i-lkak—Q
k=1

maarad, kun |z| < 17

(Vihje: Tehtévé [18] ja [19})
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22.

23.

24.

25.

26.

Laske sarjan
> 2n?+n
3n

S
Il
—

sumima.

Osoita induktiolla, ettéd Lauseen [6.2.2] oletuksin pétee
fP@) =" nn—1)-(n—k+1Da,(r — 2)" % kaikilla v €]zy — R, 29 + R|
n==k

kaikille £ € N ja totea lisdksi, etta

f(n)(Io) =nla, kaikilla n € N.

Esita funktio .

fl)=1—23

potenssisarjana, joka suppenee valilld | — 1, 1], ja maarita tdméan avulla funktion 20.,
21. ja 22. derivaatta pisteessid x = 0.

Osoita, ettd potenssisarja
= (=D
> T
(2k)!

suppenee kaikilla x € R. Kun maaritelladgn F': R — R,

=3
k=0

k=0

1),
k)"

niin nayta, ettd funktiolla F' on kaikkien kertalukujen derivaatat ja ettd funktio F
toteuttaa differentiaaliyhtalon

F'(x)+ F(x) =0 kaikilla z € R,
F(0) =1,

F'(0) =0.

Olkoot h, g: R — R funktioita siten, etta

o) ka 00 x2k’+1

h(z) =3

k=0

oy 9@ = kz:% 2k + 1)1

Osoita, etté funktiot A ja g ovat hyvin méariteltyjé. Osoita sitten, etta kaikilla o, 5 € R
funktio
f=ah+pg: R—R

toteuttaa differentiaaliyhtélon
f"(xz) — f(z) =0 kaikilla x € R,

f(0) =a,
f'(0)=0
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Viikko 7

Taylorin polynomit

7.1 Taylorin polynomit ja Taylorin lause

Téssd luvussa tarkoituksena on arvioida annettua funktiota f polynomilla pisteen xg
lahella.

Maéritelma 7.1.1. Olkoon funktio f n kertaa derivoituva vélilld ]a, b]. Funktion f
n:s Taylorin polynomi pisteessi xy € |a, b on

1" To ) (n) Zo
Towo () = f(0) + f'(20)(x — 20) + ! ;! )(‘T T o) ! n(! )(x — )"
< f(k)(%) k
= kz:%) k! (33 - 1’0) )

missa [ (o) = f(z0) ja 0! = 1.
Funktiota R, ., f: ]a,b] = R,

meof(l’) - f(ZL’) - Tn,:cof(x) )

sanotaan funktion f n:nneksi jadnnostermiksi.

Huomautus 7.1.2. (i) Médaritelmasté [7.1.1] seuraa, etté
Too f(x) = f(z0),
T 00 f(2) = f(20) + f'(20) (2 — 20),
Ty () = flao) + o)z = 20) + 5" ()& — 20)?

Yleisesti n:s Taylorin polynomi 7, ,,f on astetta n oleva polynomifunktio, jonka
kertoimet maérdytyvit funktion f eri kertalukujen derivaatoista pisteessa xg.

(ii)) Jos funktio f voidaan esittdd pisteen xy ympéristossi potenssisarjana, f(z) =
F®) (20)
k!

. Ker-

> ap(z — mp)*, niin Lausee [6.2.2| mukaan kertoimille a;, pétee aj, =
k=1

toimet ovat siis samat kuin Taylorin polynomin kertoimet.
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(iii) Funktion f n:nnelld Taylorin polynomilla on kaikkien kertalukujen derivaatat, ja

(Thao )P (20) = f®(20) kaikilla k =0,1,2,...,7n.

(iv) Jaannostermi R, ., f ilmaisee, kuinka paljon n:s Taylorin polynomi T, ,,f eroaa
funktiosta f pisteessi x € ]a, b|.

Esimerkki 7.1.3. (a) Olkoon f: R — R,
f(z) =22%+32% — 2+ 4.

Lasketaan funktion f Taylorin polynomit pisteiden xy = 0 ja xg = 2 suhteen.

RATKAISU. Lasketaan Taylorin polynomit ensin pisteen xy = 0 suhteen. Koska
f(0) =4 ja liséksi

fl(x) =62 +6x—-1 = f'(0)=—1,
fflz)y=122+6 = f"(0) =6,
fMx)y=12 = f"(0) =12,
fW(x) =0 kaikillan >4, n € N = f(0) =0 kaikilla n > 4, n € N,
niin
TO,Of(x) = %
T1 Of(x) =4 — Z,
Toof(x) —4—:C+26'x2:4—£€+31’2,
6 2, 12 3 2 3

Tsof(x) :4—x+§x +§x =4 —x+ 32"+ 22° = f(x),

Thof(x) = f(z) kaikilla n > 3, n € N.

Lasketaan sitten Taylorin polynomit pisteen xy = 2 suhteen. Nyt f(2) = 30 ja

fl(x) =62 +62—-1 = f'(2) =35,
f"(z)y=12z+6 = f"(2)=30,
ffla)y=12 = [f"(2)=12,
f™M(z) =0kaikillan >4, neN = f(2) =0kaikillan >4, n €N,
joten
T072f(£l§') = 30,

Tyof(x) =30+ 35(z — 2) = —40 + 35z,

30
Toof(z) =30+ 35(x —2) + 5t

= 20 — 25z + 1522,

(x —2)? =30+ 35(z — 2) + 15(z — 2)*
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30 12
Trof(z) =30+ 35(x — 2) + j(:c ) i 3 (x —2)3

=30+ 35(z — 2) + 15(x — 2)* 4+ 2(x — 2)?
= ... =22 +322 -2 +4 kaikillan>3,neN
Jalleen siis T), o f (z) = f(x) kaikilla n > 3.

Edella tehty havainto pétee kaikille polynomifunktioille: suoraan Taylorin polynomin
méaritelméstd ndhdaan, etta korkeintaan astetta n olevan polynomin p n. Taylorin
polynomi 7T;, ;,p on polynomi p itse.

(b) Olkoon f: R — R, f(x) = e*. Talloin f*)(z) = e kaikille k € N ja x € R. Koska
e? = 1, niin n:s Taylorin polynomi pisteessi x¢ = 0 on

nl,k

Tn,Of(x) = 0
i k!

kaikille z € R.

Lause 7.1.4. (Taylorin lause) Olkoon n € N. Olkoon f: |a,b] — R n kertaa derivoi-
tuva funktio ja olkoon xq € |a,b[. Tdlloin

f(@) = Thao f(x) + Ry f () kaikilla x € |a, b],

missa R
lim —fed/ f(x)

= 0.
T—T0 (l’ — xo)n

TobisTus. Funktioilla 7}, 5, f ja f on samat derivaatat pisteesséi xo kertalukuun n saakka
(Huomautus [7.1.2)), joten jadnnostermille R, ., f(z) = f(x) — Th4, f(x) pétee

Ry f(20) = Ry, 4 f (20) = Ry f(20) = -+ = R\ f(w0) = 0.

Merkitaan g(z) = (z — x0)", jolloin g on n kertaa jatkuvasti derivoituva,

g(xg) = ¢'(x0) =¢"(x0) = ... = g("_l)(xo) =0 ja ¢ 1)( ) =nl(x — xo).
Kaytetaan I'Hopitalin sdéntoa (n — 1) kertaa, jonka mukaan
R/
limM:hmM:thﬂ): — lim Lf(m),
T—T0 (;U — xo)” T—x0 g(g;) T—x0 g’<x> 10 g(n U(LU)

jos raja-arvo
n zo f(.T)
lim
gD (2)
on olemassa. Derivaatan méaaritelman mukaan

RV f(x) = RYLY f(o)
lim : :
T—rT0 xr — xo

joten, koska R;”% f(zp) = 0, niin

0

R Vf() 1 R V() - RV f (o) RE)f(wo)
lim —=° = — lim —= - = —=2 = 0.
v—ao  g(n=1)(x) n! z—zo T — T n!

Viite on todistettu. O

= Rn?ng(‘ro)?




Taylorin lauseen perusteella jédnnostermi R, ., f on kirjoitettavissa muodossa

Ry f(z) = En(z)(z — 20)",
jollekin funktiolle E,, jolle E,(x) — 0, kun z — .

Esimerkki 7.1.5. (a) Olkoon f: R — R, f(z) = e*. Esimerkissa lasketun perus-

teella
n k

fa) =3 3 +a"Bule)

k=0
missa E,(x) — 0, kun z — 0.

(b) Olkoot f,g: R — R, f(z) = sinz ja g(z) = cosz. Talléin f(0) = 0, g(0) = 1 ja
derivaatat noudattavat neljin perdkkéisen derivaatan osalta toistuvia kaavoja

1'(0) = cos(0) =1 g (0) = —sin(0) =0
f"(0) = —sin(0) =0 ‘ g"(0) = —cos(0) = —1
F70) = —cos(0) =—1 1 ¢"(0) = sin(0) =0
f@(0) = sin(0) =0 g@(0) = cos(0) =1

Néin ollen f®*)(0) =0 = g®**+1Y(0) ja

kaikille £ € NU {0} ja siksi voidaan kirjoittaa funktioiden f ja g Taylorin polynomit
kaikilla n € N pisteessé o = 0 seuraavasti

n ) Q]2k+1
Ts, ) =Ty, T) = —1)f'——— ja
o410 (2) = Tonya0f(2) I;)( ) 2k £ 1)1 j
n L ZL’Qk
T2n,0g<x> = T2n+1,0g(x) = Z(_l) |
P (2k)!
kaikille x € R. Lauseen [7.1.4| nojalla
. k 2 ont1 . k z? 2
sinx = 1) 4+ """, 1 (2) ja cosx = -1 + 27" By, (),
;;%( ) (Qk-+>1)! 2 +1( ) y gé%( ) (Qk)! 2 ( )

missi Eo,p1(z) = 0 ja Eop(x) — 0, kun x — 0.
(c) Hyperbolisille trigonometrisille funktiolle saadaan vastaavasti arviot Taylorin lauseen
avulla.
Koska sinh’ z = cosh x ja cosh’ x = sinh z kaikilla x € R ja sinh(0) = 0 ja cosh(0) = 1,
niin
sinh®”(0) = 0 = cosh®*™™(0) ja  cosh®(0) = 1 = sinh**1(0)
kaikilla & € N U {0}.
Lausetta kiyttamalla saadaan esitykset

n 2k+1 n 2k

. T . .
sinhx = Z m + 22" By, 1 () ja coshx = Z o]

k=0 k=0

+ xQ”Egn(x),

missd Fo,11(z) — 0 ja Eo,(x) — 0, kun  — 0.



Ongelma 7.1.6. Olkoon f: |—1,00[— R, f(z) = log(1+x). Laske funktion f n. Taylorin
polynomi pisteessi xo = 0. Minké arvion saat funktiolla f Lauseen nojalla?

(c) log(1 + )

Kuva 7.1: Esimerkin ja Ongelman kuvaajia (funktion graafi (sininen), 3. (roosa)
ja 8. (akvamariini) Taylorin polynomin kuvaajat)

Esimerkki 7.1.7. Laske raja-arvot

(a> lim ST — 2 (b) lim ST —x

20 g2 2—=0 (1 — cos x)

RATKAISU. (a) Esimerkin perusteella voidaan kirjoittaa

3
sinx =z — - + By(x)x?,

missa
lim E5(z) = 0.

z—0
Sijoitetaan tdma alkuperéiseen lausekkeeseen, jolloin saadaan
sinz —x T — 2| By(x)r® —ax % 4 Ey(r)ad 250

x
o e = p =-% + Es(xz)r — 0.

(b) Esimerkin perusteella voidaan kirjoittaa

3 12

sinz =z — 5 + Es(z)z® ja cosx=1-— -+ Ey(z)2?,
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missa
}}1{}1{1} Es(z)=0= }:11)% Es(x).

Sijoitetaan ndma alkuperéiseen lausekkeeseen, jolloin saadaan
sinx — x _x———l—Eg( r)ad —x_—x—;—l—Eg(x)xS_—%—l—Eg(x) 50 ;% 1
z(1 — cosx) 2(% — Ea(x)z?) 2 — Ey(z)x? 3 — Ex(x) "1 3

Seuraava yksikésitteisyystulos auttaa joskus Taylorin polynomien etsinnassa ja lisdksi
se kertoo, ettd Taylorin polynomi on funktion f paras polynomiapproksimaatio.

Lause 7.1.8. Olkoon f: ]a,b|— R n kertaa derivoituva ja olkoon xy €|a,b[. Jos P on
polynomi korkeintaan astetta n, jolle

o 1@ =P _
T—x0 (gj — xO)n
niin talloin
P(x) =T, 4, f(x) kaikilla x € ]a,b].
TobISTUS. Taylorin lauseen mukaan

T—T0 (x — x())n

Tamaén ja oletuksen avulla huomataan, etta
lim P(Z’) - Tn,mof(m) — lim f(l') — Tn,xof<x> . f(l') - P(:C)

z—o (x — xo)" ) (x — xo)" (x — xo)"

Talloin siis kaikilla 2 = 0,1, 2,...,n patee

lim P(:L’) _Tn,xof<x) = lim P(:L’) _Tn,xof(x)
0 (IE — xO)i 0 (3; — x())n

(x —20)" " = 0.

Liséaksi koska P ja T, ., f ovat korkeintaan astetta n olevia polynomeja, niin on olemassa
kertoimet a; € R, j =0,1,2,...,n, siten, etta

P( ) Tn xof Z :B - 370
Nyt kun ¢ = 0, niin
0= xlgg)(P(x) — Thao f(2)) = IILIEO Zoaj T — x0)? = ap.

Kun ¢ = 1, niin kdyttamallé tietoa ay = 0 saadaan, etta

P(z) -1, x ” ,
0= lim (#) = Thao () = lim > aj(z —x) " = ay.
T—T0 €xr — xo T—T0 j:l
Vastaavasti nahdédan, etta as = = 0. Niinpa

P(x) = Thu f(x Z (r —x0) =0 kaikilla z € ]a, b]

eli
P(x) =T, . f(x) kaikilla x € |a,b].



Edella olevan yksikasitteisyyslauseen (erds) hyoty on se, etta riittda 10ytaa milla ta-

hansa keinolla tai konstilla n. asteen polynomi P, jolle

@) = P)

T—T0 (x — xo)n - 07

silla tallaisen polynomin taytyy olla funktion f n. Taylorin polynomi.

Esimerkki 7.1.9. Olkoon

f(z)=cosx=1-— % + By(x)x?,
r? )
g(x) =¢" = 1+x+?+E2(x):v :

missé Ey(x) — 0 ja Fy(z) — 0, kun o — 0. Maéritetadn tulon fg 2. Taylorin polynomi.

xZ

f(x)g(z) = (1 - 22 + E2(:c)x2> (1 +x+ i + E}(@ﬁ)

2 2 3 4 4
:1—|—ZB—|—?—|—E2(ZU)[E2 ——————— Ey(z)—

+ Ey(x)x? + Ey(z)2® + Ey(x)

=1+
2 2 2

2

+ 2 (EQ(x) — 2L By@)S + By(w) + Bx(2)r + Ba(w) = + B

(@Bt

E(x)

=14+ E(z)2?,

missé E(z) — 0, kun 2 — 0.
Néin ollen Lauseen nojalla

Tho(fg)(x) =1+ x.

Esimerkki 7.1.10. Etsitdan Taylorin polynomi funktiolle f: |—1,1][ — R,

F() = log(1 — ).

Maaritellaan ensin funktio ¢g: |—o0, 1] — R,

1
)= ——
9(t) =1
Talloin geometrisen summan avulla saamme
1 1—-t" t" "
t) = = =1+t+t2 44"
A e e L AL g
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josta integroimalla (z < 1)

—log(l —z) = /
:/ +t+t2 ot dt + dt
o 1—1
:x—i-?—i- -+ — —R,(2)
n_ g
j=1J
missa .
Row) == [ <t
(@) o 1—1t
Nyt
ft"dt’ = |x|—:+11 , kun x <0,
n
|Ry ()] <47 33 Elas (7.1)
ndt| = , k e[0,1[.
‘1_95{ ’ 1—2)(n+1) unz € [0, 1]

Siten kaikilla = € |—1,1]

n .CL’j
flx) =log(l—z) ==Y — + R.(z),
j=1J
missa
‘Rn(x) —0 kunz—0.
mn

Néin ollen Taylorin polynomin yksikésitteisyystuloksen nojalla funktion

f(z) =log(1 —x)
n:s Taylorin polynomi nollassa on
" gl
n Of Z T
=4
Tulosta voi kdyttad myos vuorottelevan harmonisen sarjan summan laskemiseen.

log(2) = f(-1) =~ 3. ©

jossa oikealta tunnistetaan vuorottelevan harmonisen sarjan n:s osasumma.
Sarjoja kasiteltdessé todistettiin, ettda vuorotteleva harmoninen sarja suppenee ja ar-
vioista ([7.1)) ndhdaan, ettd R,(—1) — 0, kun n — oco. Nain ollen yhtélén oikeasta puo-

lesta voidaan ottaa raja-arvo, kun n — oo, ja saadaan vuorottelevan harmonisen sarjan
summaksi

)= (1P R 1),

Jj=1



Yksikasitteisyyslauseesta saadaan myos saanto tulofunktion Taylorin polynomin muo-
dostamiseen tulontekijoiden Taylorin polynomien avulla. Todistus on jéatetty Harjoitus-
tehtéviksi [14l

Seuraus 7.1.11. Olkoot f ja g n kertaa derivoituvia funktioita véililld I ja olkoon xy € I.
Tdllgin tulofunktion fg Taylorin polynomi T, .,(fg) on tulon T, ., f(2)T, 2,9(x) niiden
termien summa, joiden aste on < n.

7.2 Jaannostermin lauseke

Lause 7.2.1. Olkoon f: ]a,b] — R n + 1 kertaa jatkuvasti derivoituva funktio. Olkoon
xg € |a,b[. Talloin

f(x) = Thaof(x) + Ry, f(2) kaikilla z € a, b,
missd jadnnostermille Ry, ., f(x) pdtee, ettd

(1) Integraalimuoto:

Ruso f(2) = ;, / (& — )" FOD (1) dt

L Jxg
(2) Cauchyn muoto: pisteiden xq ja x vilissa on ¢ = ¢, jolle

f(n+1)(c)

n!

B oo f () =

(z = ¢)"(z — wo)

(3) Lagrangen muoto: pisteiden xq ja x vilissi on d = d,, jolle

£ ()

n+1
(n+1)! '

Rn,arof(x) -

(x — xp)

TODISTUS.

(1) Integraalimuoto: Todistetaan véite induktiolla n:n suhteen. Analyysin peruslauseen
mukaan

T 1 T
F@) = fao)+ [ F 0 dt = Tom o) + o [ (= 005D (@) e
X0 + JZo
kaikilla z € Ja, b, eli véite patee, kun n = 0.
Oletetaan, etta viite pétee jollakin k£ > 0, toisin sanoen,

Riea () = F(@) = Tiao f(2) = 1 [ =) f500)

zo

kaikilla = € ]a, b]. Osittaisintegroimalla saadaan

]; [ 15 (@ — ) ar

1/ 1 1 e 1
- (k+1) (4 _ )kl 7/ (k+2) (¢ R g
k;!/f e A v B A U ey G
o
1 1 x
— = 4D _ k+1 (k+2) okt
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Niinpéa
1
(k+1)!

:Tk+1,zo f({b)

= oo f@) + Gy [ = 0 £ 0

f(x) = Thwo f () + FED (20) (2 — o)+ 4

eli

Ricrra0f () = [(#) = Thtr00f (x) = (kil)' /xj(x — )LD () it

Viite péatee siis myos kun n =k + 1.

(2) Cauchyn muoto: Seuraa suoraan jaannostermin integraalimuodosta (1)) ja Integraa-
lilaskennan viliarvolauseesta: funktio ¢ — (z — )" f+1)(¢) on jatkuvien funktioiden
tulona jatkuva vélilld |a, b[, joten pisteiden xq ja = vélissd (jotka siis ovat vélilla |a, b])

on piste ¢, jolle
xr

Ry o f(7) = ! (z — )" f T (t) at

n! Jao
1 (n+1) n
= fTE) @ — o)~ o).
(3) Lagrangen muoto: Seuraa suoraan jidnnostermin integraalimuodosta (1) ja Yleis-
tetysté integraalilaskennan viliarvolauseesta: Oletuksen mukaan ™+ on jatkuva ja

liséiksi integroituva funktio t — (x —t)" ei vaihda merkkidan pisteiden z ja x véliss.
Niinpa pisteiden zq ja x vilissa on piste d siten, etta

anxof(x> = ;'/IB(:U _ t)nf(n+1)(t) dt

1 T

— — [ (a) /zo(g; — )" dt
1

— — r(n+1) i n+1
n!f <d)n—1—1(aj o)

Monesti Taylorin lauseen sovellukset 16ytyvit arvioimisesta: jadnnostermi R, ., f(z)
kertoo, miten paljon T, ., f(x) poikkeaa funktion f(x) arvosta. Tdmén avulla voidaan ar-
vioida annettua funktiota halutulla tarkkuudella edellyttéen, ettd jdénnostermin R, ., f ()
saa pieneksi, kun lukua n kasvatetaan (lahelld lukua zy tdmé on aina pieni).

Esimerkki 7.2.2. (Integraalin arviointia) Arvioidaan integraalia

1 2
/ez dz
0

kolmen desimaalin tarkkuudella.
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1
RATKAISU. Halutaan siis arvioida integraalia / e da siten, ettd virhe on < 1073. Tay-
0

lorin kaavan nojalla
n 2k

x
T 2
e = Z Lk + Rn,()(.l’ )7
k=0 "
missa jaannostermi integraalimuodossa on

1 =
Roola®) = /O (a? — t)"e! dt.

Taman avulla voidaan kirjoittaa

1 2 n 1 2k 1 )
/Oe dx:kz:%/o k!da:+/0 R, o(z?) dx.

Koska 0 < x < 1, voidaan jaénnostermia arvioida seuraavasti:

1 e e [ ex?(nt) e
0< R, (2?) = / mz—t”etdt<—/ 22— ) dt = < ,
S Fnol@?) =205 fy (@ —tedt s oy f0 @ =0 dE = Emes S G

ol n!
(Lagrangen muodolla pééstéisiin samaan arvioon, Lause kohta (3))), jolloin sen in-
tegraalille patee arvio

(n+ 1)1

0< /01 Rmo(xz) de <
Jos n = 6, niin
e _e 3__1 _
(m+1)! 70— 7 1680
joten haluttu tarkkuus saavutetaan ottamalla huomioon seitsemén ensimméisté termia
summasta (n = 6). Talla tarkkuudella

1, 6 1 g2k 6 1
Pdrm Y [ de =Y o
f, s 2, WL G
1111

1 1
=l4+-4+—=+—=4+—+ =+ = ~1,4626...
+3+10+42+216+1320+9360 ’

1073,

Pinta-ala
~ 1.4627

Kuva 7.2: Pinta-alan approksimointia Taylorin polynomin 7}, integraalin avulla.



Esimerkki 7.2.3. (Luvun e arviointia ja sen irrationaalisuus) Olkoon x > 0. Ai-

emmin lasketun Esimerkin ja Lauseen mukaan on

1 1 1 1
ef=1+r+ -2+ 2+ + ="+ ———elp"t!
2 3! n! (1+mn)!
jollain d € )0, z[. Niinp4 on
24y LR (7.2)
6 fr— —_— e [R— n s .
2 n! o
missa 1 ] 5
- < Rn 1) = d1n+1 '
Ay = FonoD) =" = g
Jos halutaan esimerkiksi, ettd luvun e arvioinnissa tehtavi virhe on korkeintaan —-, niin

100°
valitaan n niin suureksi, ettd (n + 1)! > 300. Valinta n = 5 kiy, silla 5! = 120, jolloin

(5+ 1)! = 6! = 720.
Néytetaan sitten, ettd e on irrationaalinen. Jos e olisi rationaaliluku, niin olisi e = ¢
joillain a,b € N. Valitsemalla n > max{b, 3} ja kdyttamalld kaavaa (7.2, saataisiin, etté

nla n! n!
e 5 O e HU s I
; 2n! + 5 + et o +nlR,0(1),

missd seké %“ ettd oikean puolen kaikki yhteenlaskettavat termid n!R, (1) lukuunotta-

matta ovat kokonaislukuja. Siten my6s luvun n!R, (1) on oltava kokonaisluku. Tamé on

mahdotonta, silla

|
0<nlRo(1) < —5 3

< - <1
(14+n)! n+4+1 4

Siis e on irrationaaliluku.
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Harjoitustehtavia

1.

Kirjoita seuraavat polynomit polynomina termin (x + 3) suhteen:

(a) p(z) = 2t + 42% — 5,
(b) p(z) = az? + bz +c.

Mita Taylorin polynomeja ndma vastaavat?

. Muodosta funktion f: R — R, f(z) = 2° + 1,

(a) n. Taylorin polynomi 7, ,, f(z) pisteessia xop =1, n =0,1,2,....

(b) toinen Taylorin polynomi 15, f(x) pisteessé zo = 2.

. Maarita funktion p(z) = z* +22? — 3z + 1 kaikkien kertalukujen n. Taylorin polynomit

Ty.zop(), kun o = 4. Kuinka paljon arvo T3 4p(4 + 107%) poikkeaa oikeasta arvosta
p(4+107%)? (k € N)

. Muodosta funktion f: R — R,

f(x) = log(1 +€),

kolmas Taylorin polynomi T3, f(x) pisteessa xy = 0.

. Muodosta maéaritelméan avulla funktion f: R — R, f(z) = e®%, toinen Taylorin

olynomi pisteissia zg = = ja xo = 7.
2

. Oletetaan, etta funktio f: R — R on kahdesti derivoituva siten, etta

f"(z) + f(r) =e* kaikillaz € R
f(0) =0 ja
f(0) =2.

Laske funktion f neljés Taylorin polynomi nollassa, T}y f.

Olkoon n € N ja a € R. Muodosta funktion f: |-1,00[ — R, f(z) = (1+x)%, Taylorin
polynomi astetta n pisteessi zy = 0.

. Olkoon n € N ja a,b € R. Todista Tehtévan [7} avulla binomikaava

n __ < n n—kpk N _ n!
(a+ D) —Z<k>a b, missa (k;>_k:'(n—k:)'

k=0

. (a) Olkoot p(x) ja g(x) ensimmaisen asteen polynomeja. Osoita, ettd jos on xy € R,

jolle
P9 (x0) = ¢V (20) kaikilla j = 0, 1,
niin p(z) = ¢(x) kaikilla z € R.
(b) Olkoot p(x) ja q(x) astetta n olevia polynomeja. Jos on zy € R, jolle
p(j)(xo) = ¢V (x0) kaikilla j =0,1,2,...,n,

niin osoita induktion avulla, ettd p(x) = ¢(z) kaikilla = € R.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Olkoon n € N ja olkoot P,Q: R — R korkeintaan astetta n olevia polynomeja, joille
eraalle o € R patee
Plr) —
L P() - Q)

T—x0 (l’ — xo)n

Osoita, ettd P(x) = Q(x) kaikille x € R.

=0.

Olkoot f,g: R — R n kertaa jatkuvasti derivoituvia funktioita, joille jollain ¢ € R

patee, etta
g(x) = f(cx) kaikilla x € R.

Olkoon zy € R. Nayta, ettéd

Tnw09(x) = Thy eno f(cx) kaikilla 2 € R.

Olkoon f: R — R n kertaa jatkuvasti derivoituva funktio ja olkoon
T f (1) = ag + a1(z — x0) + -+ + an(x — x0)"™.

Osoita, etté

(@) Throf' () = (Thao f)' () Ja

(1) Tuisay(e) = [ Ty f(8)dt, missis g(a) = [ f(0)at

Olkoon n € N. Osoita Taylorin yksikésitteisyyslausetta kiyttien, etta funktion f: R —
R

f(x) = sin(a?),
(4n + 2). Taylorin polynomi pisteessé o = 0 on muotoa

6 10 x4n+2

2 Zz xr n

3! 5!

(saa hyodyntéé funktion g(x) = sin(x) Taylorin polynomia)

Todista Seuraus|7.1.11} Olkoot f ja g n kertaa derivoituvia funktioita vélilla I ja olkoon
xo € I. Talloin tulofunktion fg Taylorin polynomi 7, ., (fg) on tulon 75, . f ()1} 2,9(2)
niiden termien summa, joiden aste on < n.

Maaérita funktion g: R — R,
f(z) = sin(z) cos(x),

Taylorin polynomi T f.
Madrita funktion f: R — R,

f(z) =1+ 32% — 42" + log(1 + €")a" sin(x),
Taylorin polynomi T}y f.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Laske, Taylorin polynomeja kayttéen, raja-arvo

o ef+e =2
lim —M.
z—=0 gsinz

Laske, Taylorin polynomeja kayttéen, raja-arvo
) 1
lim nlog (1 + ) :
n—00 n

Laske, Taylorin polynomeja kayttéen, raja-arvo

. sinhz — =z
lim T /a3
2—0 sin(3z3)

Laske Taylorin polynomien avulla raja-arvo

. eSinT _ o
m ——--—--.
=7 (SC — %)2633

Arvioi lukua cos 2 niin, ettd virhe on pienempi kuin < 10~* kiyttien Taylorin poly-
nomia ja arvioimalla (jotain muotoa) jadnnostermia.

Miten monta termia ainakin pitaa sarjasta

(a) il(—w"—” tai (b) Yo(~1)"

3"n

ottaa huomioon, ettd summan tietdad tarkkuudella 10737

Olkoon f: R — R, f(z) = €%, ja a,b € R siten, ettd a < b. Osoita, ettd T, of — f
tasaisesti valilla [a, b].

Arvioi integraalia

1
/ % dx
0

vihintdan tarkkuudella 10~* kiyttien Taylorin polynomeja.

Olkoon f: ]a,b[— R n kertaa jatkuvasti derivoituva funktio. Olkoon n > 2 parillinen
ja olkoon zq € ]a, b[ piste, jossa

Fl(wo) = (o) = fPwo) =+ = fO V() =0 ja [f0(x)<0.

Osoita kédyttden Lagrangen jadnnostermia, ettd funktiolla f on lokaali maksimi pis-
teessa x.
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26. Olkoot f ja g n kertaa jatkuvasti derivoituvia valilla |a,b] ja xy € ]a,b]. Oletetaan
lisdksi, etté

Fao) = f'(wo) == f" V(o) =0=g'(x0) = ¢"(w0) = = g" (o)

ja g™ (x0) # 0. Osoita Taylorin kaavan avulla, etté

o @) @)
T—T0 g(m) g(")(xo) ’

L
sin z

/ dz
0 T

viahintdan 1073 tarkkuudella kdyttden Taylorin polynomeja.

27. Arvioi integraalia
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Viikko 8

Funktion arvioinnista, Taylorin sarja

8.1 Adriarvot

Maaritelma 8.1.1. Funktiolla f: I — R on pisteessi 2o € I suurin arvo eli (globaali)
maksimi valilla I, jos
f(zo) > f(x) kaikilla x € I.

Talloin sanotaan, ettd xy on funktion f maksimipiste.
Funktiolla f: I — R on pisteessid z, lokaali maksimi, jos f(zo) on funktion f
maksimi jossain pisteen zy ympéristossa eli on olemassa 6 > 0 siten, etté

f(zo) > f(x) kaikilla x € Jxg — d, 20 + I[N 1.

Vastaavasti médritellaén funktion f pienin arvo eli (globaali) minimi, lokaali mini-
mi ja minimipiste. (Lokaaleille) minimi- ja maksimiarvoille kiytetaan yhteisnimitysta
(lokaalit) aariarvot, ja vastaavat pisteet ovat (lokaaleja) ddriarvopisteita.

Funktion lokaalien aédriarvopisteiden laatua voidaan tutkia korkeampien derivaattojen
avulla.

Lause 8.1.2. Olkoot f: ]a,b[ — R n kertaa jatkuvasti derivoituva funktio ja x¢ € |a,b|.
Oletetaan lisdksi, ettd

f(wo) = f"(wo) = [P wo) = --- = f" Dwo) =0 ja ™ (x) #0.
Talloin
(i) jos n on parillinen ja f™(xy) > 0, funktiolla f on lokaali minimi pisteessd .
(ii) jos n on parillinen ja f™(x¢) < 0, funktiolla f on lokaali maksimi pisteessi x.
(1ii) jos n on pariton, piste xo ei ole funktion f lokaali ddriarvopiste.

Tobistus. Koska f*)(z4) = 0 kaikille k = 1,...,n — 1, niin n. Taylorin polynomi on

Ty (5) = f@0) + 1 F (@)~ w0)"
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ja jaannostermi

Ry (2) = J(0) = Toan () = £(2) = Flaw) = = [ (ao)a = 20)"

Taylorin lauseen nojalla

0= lim ———~ = lim 7
=20 (m — l‘())n T—T0 (l’ _ xo)n
joten
. f(x)_f(xo)_ 1 (n)
mILHQ:IO W = ﬁ f (-To) (*)
Koska oletuksen mukaan ™ (z,) # 0, niin yhtilon () perusteella % ja L F®) (2)

ovat lahella pistetta zy samanmerkkisia (ts. on olemassa d > 0 siten, ettéd lausekkeet ovat
samanmerkkisid, kun 0 < |z — x| < 9).

Oletetaan nyt, ettd n on parillinen, jolloin (z — xg)" > 0 kaikilla z # x.

e Jos f(™(xy) > 0, niin yhtdlon () nojalla f(z) — f(z¢) > 0 eli f(z¢) < f(z), kun

x # o on pisteen xy ldhella. Piste zy on siis lokaali minimipiste.

o Jos f™(z) < 0, niin yhtélon nojalla f(z) — f(xo) < 0 eli f(zo) > f(x), kun
T # xo on pisteen xg lahelld. Piste xy on siis lokaali maksimipiste.

Jos n on pariton, niin (x — x¢)"™ > 0, kun = > xg, ja (r — x0)" < 0, kun = < z,. Koska
f™(x4) # 0 on vakio, niin yhtélon nojalla f(x) — f(xo) vaihtaa merkkidén pisteessé
xo. Nain ollen kyseessé ei ole dariarvopiste. O

Lausetta kaytetaan erityisesti tapauksessa n = 2 eli silloin, kun funktion deri-
vaatta pisteessa xy héviaéd ja toinen derivaatta ei.

Ongelma 8.1.4. Etsi funktion f: R — R,

f(2) = 2*(@ - 1)

lokaalit dériarvopisteet. Onko funktiolla f (globaalia) maksimia tai minimia?

8.2 Taylorin sarja

Ongelma 8.2.1. Olkoot f: R — R, f(x) = cosz, ja a > 0. Osoita, ettd T,,0f — f
tasaisesti valilld [—a,a]. Enté suppeneeko jono (7),0f)nen pisteittiin tai tasaisesti koko
joukossa R? Esitd funktio f potenssisarjana.



Yhdistetaédn nyt Taylorin polynomit ja potenssisarjojen teoria. Jos funktiolla f on
kaikkien kertalukujen derivaatat pisteen xy ympéristosséa I, niin kaikilla n € N

n ) (2
(@) =T uof(2) + Rogo f(z) = / k(! :

k=0

(& — 20)" + Ruof (), ()

kun x € I. Taylorin polynomeista saatu potenssisarja

! k<!x0) (z = @9)"

k=0

suppenee pisteessd x, jos jadnnostermeille R, ., f(x) patee
lim R, f(z) =0.

Talloin yhtalon nojalla on myos

Jos funktiolla f: I — R on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteessid xo € I, niin
potenssisarjaa

= f® (o)
P : (z = 0)"

kutsutaan funktion f Taylorin sarjaksi pisteessé x.

Esimerkki 8.2.2. Olkoon potenssisarjan

[e.o]

> ap(z — o)k

k=0

suppenemisside R ja g sarjan summafunktio eli g: Jxg — R, x9 + R[ = R

g(x) = ap(z — x0)".
k=0
Lauseen [6.2.2] mukaan funktiolla g on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteessi z ja
(k)
a =2 k(fO) kaikilla k € N U {0}.

Néin ollen suppenevan potenssisarjan osasummat
n
k
Z ar(xr — xo)
k=0

ovatkin potenssisarjan maardaméan funktion g Taylorin polynomeja T}, ,,g(z) pisteessd
Zo, ja

o
> ag(z — z0)"
k=0

on funktion g Taylorin sarja.



Jokaista funktiota, jolla on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteessa xg, ei voida
kuitenkaan esittda potenssisarjana pisteen xy ymparistossa:

Esimerkki 8.2.3. Olkoon g: R — R,
1
e 2, x#0,
0, x=0.

Erotusosaméadria tarkastelemalla nahdéaén, etta funktiolla g on kaikkien kertalukujen de-
rivaatat pisteessia z = 0 ja g(j)(O) = 0 kaikilla j € NU {0}. Siten

:CJ =0 kaikilla z € R.

Funktiota ¢ ei voi esittda potenssisarjana muodossa
0 .
) = a’

Jj=0

millddn valilla | —r, r[, r > 0, silla jos voitaisiin, niin Lauseen mukaan a; = 0 kaikilla
j € Neli g(x) = 0 koko valilla | — r, r[, mikéa ei ole totta.

Seuraava lause néyttad, ettd rajoittamalla derivaattojen kasvuvauhtia (kertaluvun
suhteen) saadaan riittavé ehto sille, ettd funktio voidaan esittdd potenssisarjana annetun
pisteen ymparistossa.

Lause 8.2.4. Olkoon funktiolla f: ]a,b[ — R kaikkien kertalukujen derivaatat vdlilla
|z — 7,20+ r[ C a,b[. Jos on olemassa M > 0, jolle kaikilla n € N pitee

|f(")(a:)| <M",  kunx € |rg— 1,20 + 7,

nin

o
f(z) = Zfi(o)(x—xo)", kun x € |xg — r,xo + 1,

|
n—0 n.

ja potenssisarjan suppenemissdide on > T.

TobpisTus. Riittda nayttaa, etta kaikilla © € ]zg — r,x0 + [ Taylorin jadnnostermi
R, ., f(z) suppenee kohti nollaa, kun n — oo.

Kéytetaan Lagrangen muotoa jédénnostermille (Lause ): pisteiden z ja xg
valissa on olemassa luku d, jolle

f (@
(n+1)!

M”+1|$ _ xoyn—i-l (MT)”+1

=T+ = (n+ D)

n+1

| R f ()] =

(z — x0) — 0,
kun n — oo. Niinpé potenssisarja Z 1 )(IO) (x —x9)™ suppenee kaikilla = € |xg—r, z9+7|

ja nain ollen taméan poten551sar3an suppenemlssade on vahintdan r. O



Esimerkki 8.2.5. Eksponenttifunktiolle pétee

e = ;}Z kaikilla € R,
sillé
dn
e fl=le®| <e" < (e")"  kaikilla x € |—r, [, missad r > 0.
x'ﬂ

Lauseen [6.1.11] avulla potenssisarjan suppenemisséteeksi saadaan R = oo eli oikealla
oleva sarja suppenee funktioon e” kaikille z € R.

Eksponenttifunktion Taylorin sarja minka tahansa pisteen xo ymparistossa saadaan
Taylorin polynomien yksikéasitteisyydesta (Lause seuraavasti: Edellisen nojalla

eTe %0 eTT0 — - (.T - *'%O)n’
= n!
joten kaikille x € R patee
. o0 oo
et = nz::o F(x )
Samaan tapaan ndhdéan seuraavat:
[e'S) x2n+1
sinx = nz::o(_ " R kaikille z € R,
e’} 2n
cos T = nz::o(—l)” o)) kaikille x € R,
(o) x2n+1
Sinhl‘ = nzzo m kalkﬂle T € R,
e’} xQn
coshz = nz::O W kaikille z € R.

Ongelma 8.2.6. Osoita Lauseen [8.2.4 avulla, etté

o) xQn
cosx = >» (=1)" kaikille z € R.
nz:% (2n)!

Osoita sitten Analyysin peruslauseen avulla, etta

00 :L,2n+1
sinx = —1)"— kaikille z € R.
inx nz::o( ) Gn 1) ikille

Seuraavaan lauseeseen on kerattyna yhteen laskusdaannot, jotka péatevat potenssisar-
joille. Nama ovat edelld todistettujen lauseiden seurauksia ja todistukset jaavat lukijalle
harjoitustehtaviksi. Osa lauseen kohdista on todistettu jo aiemmin potenssisarjojen yh-
teydessa.
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Lause 8.2.7 (Potenssisarjojen laskusdaannét). Olkoon xy € R ja f(x) = % an(x — x0)"

n=0

ja g(x) = X by(x — o)™ potenssisarjoja, joiden suppenemissdteet ovat R ja R'. Talloin
n=0

(a) (f+9)(x) =

1042

(@, + by)(x — x0)" (ainakin) kaikilla x, joille |x — xo| < min{R, R'}.

(b) Af)(z) = X (Aan)(x — )" (A € R) kaikilla x, joille |z — x¢| < R.

1078

(c) (fg)(x)= § Cn(x—10)", Missd ¢, = an bk, kaikilla x, joille |x—xo| < min{R, R'}.
n=0 k=0

(d) f'(x) = > nan(z — x0)" "t kaikilla x, joille |v — zo| < R.

Ongelma 8.2.8. Osoita Lauseen kohta (b) ja anna esimerkki, missé sarjan

o0

Z(/\an)(x — xo)"

n=0

suppenemissade > R.

Etsiessd Taylorin sarjaesitysta annetulle funktiolle kannattaa pyrkia palauttamaan
tilanne jo tunnettuihin Taylorin sarjoihin ja kayttamaéan edellisté lausetta.

Esimerkki 8.2.9. Anna perustellen funktion f: R — R, f(x) = cos®z, Taylorin sarja-
esitys.

RATKAISU. Huomataan heti alkuun, etté tunnettujen sarjakehitelmien perusteella kaikille
r € R patee

00 T 2n+1
() = —2cosxsinx = —sin(2zr) = 7;)(_1)”“((2273—1-1)!.

Palataan tésta analyysin peruslauseen avulla takaisin alkuperiiseen funktioon. Integroi-
minen onnistuu termeittiain Lauseen perusteella, jolloin kaikille z € R pétee

/ i mayy
(2n +1)!
n+122n+1 P
1 / f2n L gy
+ ngo 2n + 1
_ > (=12t )
=1 n; (2n)!

Lisiiksi nahdain, etta f@*+D(0) = 0 ja f%(0) = (—1)¥22*~! kaikille k € N.



Muita Lauseen avulla johdettavia Taylorin sarjoja ovat mm.

e} n

log(1 + z) = Z(—l)”*l% kaikille = € |—1, 1],
e 241
arctan r = n;o(—l)”Qn | kaikille x € [—1, 1],
oo p2ntl
ar tanh x = T;O 1 kaikille x € |—1,1[.

Esimerkki 8.2.10. Joskus sarjan summan voi laskea palauttamalla tilanne tunnettujen
funktioiden sarjaesityksiin.

Lasketaan sarjan
i 2n+1
4nn)!

n=0

summa.
Muokkaamalla summattavia saadaan annettu sarja muotoon

< om+l X2 N 1 x 1
,;) ey _;4n(n—1)!+;4nn'_712:2154"*1(12—1)! §4n I’

missd molemmat sarjat suppenevat suhdetestin nojalla (Lause [3.1.1)).
Tiedetédan, etta kaikille x € R patee

joten erityisesti

Néin ollen sarjamme on kahden suppenevan sarjan summa ja se voidaan laskea seu-
raavasti

OOQ?’L—'—l 1 > 1\n—1 oo (1\n
Z | _72 (4) |+ (4)1
n=0 4mn 2n:1 (n_l) n—0

L&A, =03,

= — = —e4

2;::0 n! +n2::0 n! 26

Harjoitustehtavia

1. Olkoon f: ]a,b[ — R n kertaa jatkuvasti derivoituva funktio. Olkoon n > 2 parillinen
ja olkoon z € ]a, b] piste, jossa

f(x0) = f"(o) = [P wo) = --- = f" D(wo) =0 ja [T (xg) <0.
Osoita kayttden Lagrangen jadnnostermia, ettd funktiolla f on lokaali maksimi pis-
teessa x.
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10.

11.

. Etsi funktion f: R — R, f(x) = (2? — 3)e” dériarvot. Kdyta Lausetta [8.1.2]

. Olkoon f: ]a,b[ — R n kertaa jatkuvasti derivoituva funktio. Olkoon zq € |a, b[ piste,

jossa f(z) < 0. Leikkaako tai sivuaako Taylorin polynomin T}, ; ., f(r) kuvaaja
funktion f kuvaajaa pisteessa xq? Riippuuko tulos luvusta n?
(Vihje: Tutki funktiota f — T),_1 ., f ja kéytd Lausetta m)

. Lause|8.2.7/kohta (a): Olkoot zy € Rja f(x) = § an(z—120)" jag(x) = % by (x—x0)"
n=0

n=

potenssisarjoja, joiden suppenemissiteet ovat R ja R’. Osoita, etta p?)tenssisarjan
o0

> (an + by)(x — 20)" suppenemissiide on vihintddn min{R, R'}, ja ettd

n=0

o0

(f+9)(x) = Z(an + by)(z — 20)"

n=0

kun |z — 29| < min{R, R'}. Anna esimerkki potenssisarjoista siten, ettd summasarjan
suppenemissidde > min{ R, R'}.

. Osoita, etta

o0 n

log(1 + ) = 3 (=1)"' Kaikille » € ]—1,1].

n=1 n

. Osoita, etta

o) x2n+1
t = -1 kaikill —1,1].
arctan x nz:%( ) o r el exe|[—1,1]

Olkoon o (1 .

f(:v)zzﬂ, kun 0 <z < 2.

n=1

Maarita f’'(z) ja perustele tdmén avulla mika (tuttu) funktio tdmé f on?

. Maaritd funktion f: R — R, f(z) = log(e+ z?), Taylorin sarja pisteen zy = 0 suhteen

ja maaritd saamasi sarjan suppenemisvali.

. Muodosta funktion f: R\ {1} — R, f(z) = 1, Taylorin sarja esitykset pisteiden

ro = 0 ja g = —2 suhteen ja méaaritd saamiesi sarjojen suppenemisvalit.

Méiarad perustellen funktioiden f: R — R, f(z) = €*® ja g: |—1,00[ — R, g(z) =
log(1 + z?), kaikkien kertalukujen Taylorin polynomit seki Taylorin sarjat nollassa.
Madrda £19)(0) ja ¢27(0).

Maaritellddn f: R — R,

1, jos x = 0.

f(.%') _ {Slgxa jOS €z 7& Oa

Selvitd, mitd on f*)(0) jokaiselle k € N.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Olkoon a € R ja maaritellaan f: ] —1,1[— R,

f(x):1+ia(a—1)--~(04—n+1)

n

n!

Néaytd, ettd funktio f on hyvin mééritelty (eli ettd sarja suppenee méarittelyjoukossa)
ja kaikille x €] — 1, 1] pétee

(1+2)f'(x) = af ().
Osoita edelleen, etta f(z) = (1 + z)".

Maéarita perustellen funktioiden

fz) = \/ﬁ ja  g(x) = arcsin(x)

Taylorin sarjat pisteen xy = 0 suhteen.
(Vihje: Tehtévé [12])

Osoita, ettd lukusarja

i (_1)n+1 7T2n
n=0 (277/)|
suppenee, ja laske sen summa.
Laske sarjan
i 1
n=0 (2n !

sumina.

Tutki funktiosarjan

suppenemista.

Maérita funktion f: R — R, f(z) = sin?(z) Taylorin sarja pisteen xq = 0 suhteen

(a) derivoimalla f ja tunnistamalla derivaatan sarjakehitelmé, jolloin funktion f sar-
jakehitelmén saa Analyysin peruslauseen avulla integroimalla.

(b) hyddyntamélla funktion g: R — R, g(x) = cos?(z), Taylorin sarjaa.

Sanotaan, ettd funktio f: I — R, missd I C R on epéatyhja avoin véli, on reaaliana-
lyyttinen vélilld I, jos jokaisella xy € I on ympéristo |xg — 6,20 + 0] C I (§ > 0),
jolla f voidaan esittda suppenevana potenssisarjana. Osoita, ettéd jos f ja g ovat reaa-
lianalyyttisia valilla I ja on véli J C [ siten, etta

f(z) = g(x) kaikille x € J,
niin talléin f(z) = g(z) kaikille z € I.
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